Discussione di un sistema parametrico
(parabola e fascio di circonferenze)

Problema
Considerata la Parabojaavente equaziong = 4- x> che interseca I'asse delle ascisse nei punti A
e B, determinare sull'arco AB giun punto P in modo che sia soddisfatta la relazion
AP +BP =2k,
Soluzione
Si tratta di un classico problema parametrico.
La parabolay nel riferimento cartesiano ortogonale xOy taghade delle ascisse nei punti A(-2;0),
B(2;0) ed il suo vertice e il punto V(0;4). Il geim® punto P(x;y) dell'arco AB ha ascissa[x2;2]
ed ordinata y1[0;4].
La relazione che deve essere soddisfatta dallereng®i segmenti AP, BP si esprime con la
seguente equazione parametrica:
(x+2)" +y?+(x-2)"+y?*= X che semplificata diventa
xX*+y*=k*-4 (1)

In definitiva, il punto P sara soluzione del prabkeposto se le sue coordinate cartesiane verificano
le condizioni racchiuse nel seguente sistema:

X2 + yz -k2-4

y=4-x

(-2=sx<2)D(0sy< 9

Osservazioni
1. Osserviamo che all'equazione (1) nel piano canesiappresenta un fascio di

circonferenze aventi il centro nell'origine edalggio di misurar =vk* -4 .
2. La condizione di realta per 'equazione (1) ricl@edhe il parametro k assuma valori
nell'insieme ]<o;-2][J[2;+00].
Per la discussione del problema e bene fare unadoftra 'equazione della parabola e quella del
fascio. Siricava la seguente equazione pararagigolvente
y>-y+8-k?=0
che ammette soluzioni reali per valori del paramehe rendono il suo discriminante non negativo.
A=1-4(8-k*)= 0~ K’ SEL
4

31 . . - . o
« Conk? <Z I'equazione risolvente non ammette soluzioni ré2dl punto di vista

analitico vuol dire che dal fascio di circonfereneen k variabile in po;-2][J[2;+c0[, Si
hanno circonferenze che non hanno punti in comaondacparabolg. Il problema
proposto non ha soluzioni.

31 e N . . .
« Conk? :Z dal fascio di circonferenze si ottiene la cir@rehza ¢di equazione

15
C X +y’= "
. o 71) (|71 . .
tangente alla parabola nei due puﬁg—\/;;—z} P (\/;EJ ed il problema in esame

ammette percio due soluzioni.
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- : 31 . R .
Per valori di k tali chek? >Z la circonferenza del fascio & secante la paraSolaatta

di trovare per quali valori di k si ottiene la @rderenza che passa dai punti A e B, per
quali valori di k si ottiene la circonferenza dasio che passa dal vertice della parabola e
per quali valori la circonferenza del fascio hagiagnaggiore di 4. Queste ultime
circonferenze non intersecano I'arco AB della palale dunque per i valori
corrispondenti del parametro il problema non presealuzioni.

Passaggio da A eB.

La circonferenza corrispondente ha raggio r=2;ipateve essere

X*+y?=k*-4, K®-4=r’=2"= k*=8 = C,:X+y*’=4
Analiticamente, per %1< k*<8, siverifica che la circonferenza interseca kafB

della parabola in quattro punti distinti. Il prolvia ammette percio quattro soluzioni.
Passaggio dal vertice V(0;4)

X*+y?=k?-4, k*-4=r’=4"=k’=20 _ . ¥ g . Fig 1
= C,:xX*+y° =16
Analiticamente, peB< k* < 20, la circonferenza _ _ vl

del fascio interseca la parabglan quattro punti,
dei quali due si trovano sull’arco AB e gli alttiel
si trovano nel semipiano delle ordinate negative.
problema in esame ammette due sole soluzioni.

Con k? = 20 si ottiene la circonferenza del fascio

3

circonferenza ha in comune con la parabola quat
punti dei quali due sono coincidenti con il vertice
ed altri due sono nel semipiano delle ordinate
negative. Il problema ammette due soluzioni
coincidenti (il punto P deve coincidere con il
vertice V).

Oltreil verticeV

Per valori del parametro k per i quali il
raggio della circonferenza e maggiore di
la circonferenza del fascio interseca la
parabola solo in due punti del semipiano
delle ordinate negative ed il problema in
esame non ha soluzioni.

In Fig.1 si possono osservare la paralyole
e le tre circonferenze di riferimento: C1,
C2, C3.

In Fig.2 abbiamo riportato undici
circonferenze del fascio, alcune delle que
non hanno alcun punto in comune con la
parabolay. Le circonferenze sono quelle s
cui equazioni sono state ottenute per i
valori di k variabile da 2.5 a 5.0 con
incrementi di 0.25.

che passa dal vertice della parabola. Questa Ly K(
Z1

¥ lg Fig 2
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