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INTRODUZIONE E PRESENTAZIONE DELLA RELAZIONE
Sono laureata in matematica ed ho intrapreso  questa facoltà proprio perché il mio desiderio, fin da quando ero bambina, è stato quello di insegnare.

Proprio per questo motivo ho deciso  di frequentare questo biennio di studi per approfondire la mia passione.

La Scuola di Specializzazione per la formazione degli Insegnanti  della Scuola Secondaria (istituita in seguito all’art. 4 comma 2 della legge n° 341del 19 novembre 1990 al D.P.R. n°470  del 31 Luglio 1996 e al D.M del 26 Maggio 1998) ha avuto la durata di due anni e si è articolata  in indirizzi comprensivi ognuno di una pluralità di classi, disciplinate da un Regolamento  Didattico.

La scuola è stata  organizzata secondo uno schema costituito da moduli di varia durata, le cui aree di attività formativa hanno compreso:

Insegnamenti di scienze dell’educazione: svolti di norma in forma congiunta per gli studenti di diversi indirizzi ed il cui obiettivo è stato l’acquisizione di attitudini e competenze caratterizzanti il profilo professionale dell’insegnante.

Insegnamenti di carattere storico ed epistemologico di didattica disciplinare e laboratori disciplinari riguardanti le materie caratterizzanti le abilitazioni, il cui obiettivo è stato l’acquisizione di attitudine e competenze relative alle metodologie didattiche delle corrispondenti discipline, con specifica attenzione al loro sviluppo storico, epistemologico, al significato pratico e alla funzione sociale di ciascun sapere.

Attività di laboratorio; l’attività è costituita nell’analisi, la progettazione e la simulazione di attività didattiche finalizzate all’acquisizione  delle necessarie attitudini e competenze nel campo delle discipline  dell’area comune e quelle relative alle metodologie e didattiche – disciplinari, con intervento coordinato di docenti  di entrambe le aree.

Se dovessi fare un bilancio di questi due anni, il periodo più utile alla mia formazione di futuro insegnante è stato quello di tirocinio a scuola a stretto contatto con il mondo degli alunni.

Obiettivo del tirocinio didattico professionale è stato l’acquisizione di competenze legate all’esercizio dell’insegnamento, alla padronanza dei linguaggi, e dei processi di acquisizione didattica e formativa, all’uso critico delle tecnologie didattiche. Io, in particolare, sono stata una tirocinante a “tempo pieno”  tipologia 270 h di cui 190 trascorse a scuola con il mio tutor e con gli alunni, una terza, e una seconda indirizzo informatico  P.N.I.

C’erano alunni di tutti i tipi, più o meno studiosi, più o meno educati, più o meno insofferenti alle lezioni.

Tutti però mi hanno fatto capire che fondamentale è il rapporto che si instaura tra insegnante e  alunno, e che se opportunamente stimolati, sono tutti capaci, anche il meno studioso, ad interessarsi alle lezioni e all’apprendimento.

Questo forse è stato l’insegnamento migliore che potevo trarre dal mio tirocinio, quello spunto in più  che non mi ha fatto cambiare idea sul mio futuro, ma che anzi ha rafforzato in me la voglia di insegnare.

Il mio tirocinio è stato attivo; ogni giorno andavo a scuola e il tutor mi faceva intervenire alle lezioni, partecipare alle interrogazioni, preparare le verifiche, le lezioni di laboratorio, preparare e valutare compiti in classe. La mia relazione è articolata secondo le varie fasi del mio tirocinio:

· Fase osservativa

· osservazione del contesto scuola
· il mio tutor

· le mie classi

· Fase di progettazione e di intervento 

· progettazione delle unità didattiche da presentare e svolgere in classe
ABSTRACT
Nella seguente relazione viene descritta la mia esperienza svolta nel Liceo Scientifico “ G.  Stampacchia” di Tricase in una seconda e terza classe indirizzo sperimentale informatico P.N.I.

La seguente tesina è suddivisa essenzialmente in due parti.

Dopo una breve introduzione sulla mia formazione Universitaria e sulla scuola di Specializzazione comincia la prima parte della relazione: la fase osservativa. In questa parte viene descritta la scuola accogliente, la struttura dell’Istituto, le classi, il personale della scuola, le finalità e gli obiettivi dell’istituto, gli indirizzi di studio ed i profili professionali, le attività integrative  per alunni e insegnanti. Si passa poi alla descrizione del tutor che mi è stato assegnato e a quello delle classi nelle quali ho svolto l’attività di tirocinio. Nella seconda parte della relazione viene descritta la fase della progettazione e viene presentato il progetto che ho svolto in  classe con l’aiuto ed il consenso del mio tutor.

Nella prima fase del tirocinio mi sono attenuta soprattutto ad osservare come il mio tutor spiegava, come interagiva con le classi e come i concetti venivano recepiti dagli alunni. In accordo con il professore ho quindi deciso di presentare le unità didattiche nella terza classe e come argomenti ho approfondito “La circonferenza come luogo di punti e come sezione conica” ed il “Lavoro e la conservazione dell’energia meccanica “, sia perché dal mio punto di vista mi sembrano argomenti interessanti,  sia perché si collocano al centro  del mio tirocinio, dandomi la possibilità di avere il tempo ed il modo di progettarlo e presentarlo in classe con calma ed in forma completa.

Nella descrizione delle unità didattiche, dopo la prima parte riguardante la collocazione nel curricolo, i prerequisiti, gli obiettivi, l’articolazione dei contenuti, le metodologie di lavoro, i tempi e le verifiche viene affrontato il discorso dal punto di vista dei contenuti, descritti in modo dettagliato, e corredati di esercizi con soluzioni e attività di laboratorio sia in Fisica che in Matematica.

In particolare nel progetto sono stati utilizzati strumenti informatici come Derive, Cabri’ Geometre II Plus. A conclusione delle unità didattiche vengono descritte le attività di verifica, vengono fornite  le soluzioni in modo dettagliato ed inoltre vengono inserite le relative griglie di valutazione.

A conclusione della relazione viene fatta una breve valutazione  dei due anni di SSIS trascorsi, ed in particolare del periodo di tirocinio diretto, ponendo l’attenzione su come quest’ultimo abbia  contribuito ad accrescere e ad ottimizzare la mia formazione personale.

Prima fase: osservazione

PARTE PRIMA

L’istituto

Liceo Scientifico Classico

GIUSEPPE STAMPACCHIA

Tricase – Lecce
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codice meccanografico  LEISO1400L 

il  Dirigente Scolastico

prof. Francesco RENZO

la Popolazione Scolastica

1180 Alunni, 49 Classi

il Personale

93 Docenti, 25 ATA

INDIRIZZI DI STUDIO

LICEO SCIENTIFICO

Tradizionale

4 Corsi (1 bilingue)

PNI

4 Corsi

Biologico

2 Corsi

LICEO CLASSICO

PNI

1 Corso

Linguistico

1 Corso
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Centrale

piazza G. Galilei
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IL MIO TUTOR
Ho iniziato la mia esperienza di tirocinio diretto il 31 Gennaio, sono stata accolta dal dirigente scolastico, il quale mi ha assegnato come tutor il prof. Luigi Lecci che già conoscevo e stimavo. Il professore insegna Matematica e Fisica in terza D e in seconda D indirizzo sperimentale P.N.I. Il suo orario comprende 16 ore di lezione settimanali in queste classi, più due ore settimanali nelle quali insegna Fisica in una terza D tradizionale.

Il professore mi ha reso partecipe di ogni singolo tassello su cui si basa l’attività scolastica, dalla preparazione dei compiti in classe, alla loro correzione, al rapporto con i colleghi, ai quali sono stata presentata appena arrivata a scuola, e con molti dei quali, pur non essendo della mia stessa disciplina, ho instaurato un rapporto di stima reciproca.

Appena mi sono trovata a contatto con le classi, ho potuto notare che il clima è di rispetto e fiducia reciproca e che l’atmosfera in classe non è mai stata soffocante o tesa, ma al contrario è sempre serena e tranquilla anche quando si svolgono verifiche sia scritte che orali.

Durante le lezioni, a cui ho assistito, sono stata colpita dal modo in cui il Professore Lecci ha instaurato il rapporto con gli alunni, dalla naturalezza e la facilità con cui realizza il dialogo educativo e suscita l’attenzione della classe. Dimostra sempre molta elasticità, adeguandosi alle circostanze che ogni giorno gli si presentano all’interno della classe. E’ disponibile al dialogo e cerca di costruire con i propri alunni uno scambio di idee costruttivo, invitandoli alla riflessione e a valutare attentamente i problemi  con calma e serenità. Adotta uno stile partecipativo e si pone come una “guida” che comprende e orienta il gruppo classe. Il tutor ha dimostrato in diverse occasioni di stimare gli allievi come persone, anche in mia presenza, ha esternato direttamente sentimenti sia di stima che di disappunto nei confronti di taluni comportamenti degli alunni, lodandoli ed incoraggiandoli in alcune situazioni , ma rimproverandoli anche, se necessario.

Per quanto riguarda l’azione didattica e la modalità di trattazione dei contenuti, il Professore Lecci privilegia le lezioni partecipate usando e facendo usare ai suoi ragazzi una terminologia molto rigorosa. La Lezione è sempre dinamica, in quanto il professore cerca sempre di coinvolgere gli studenti e di motivarli. Pone spesso loro domande specifiche per verificare il livello d’attenzione  e la comprensione dei contenuti.

In ogni lezione fa si’ che durante lo svolgimento degli esercizi alla lavagna i ragazzi possano abituarsi a ragionare sui diversi metodi risolutivi da applicare, guidandogli e dandogli tutte le delucidazioni necessarie.

Seconda fase: progettazione ed intervento
CIRCONFERENZA COME LUOGO DI PUNTI E COME SEZIONE CONICA: RAPPRESENTAZIONE ANALITICA NEL PIANO CARTESIANO
PREMESSA        

Questo argomento fa parte della classificazione e dello studio di particolari luoghi geometrici che vengono rappresentati analiticamente con equazioni di secondo grado in (x, y) e geometricamente si ottengono dall’intersezione di una superficie conica (cono a due falde) con un piano, e per questo motivo tali luoghi sono detti coniche. 

CONTESTO SCOLASTICO

L’argomento è inserito in una classe terza di Liceo Scientifico, inidirizzo PNI, nel periodo del secondo quadrimestre, periodo febbraio-marzo, a seconda di quanto la classe abbia assimilato gli argomenti geometrici proposti nel primo periodo scolastico (settembre/ottobre).

PREREQUISITI

· Conoscenza della forma implicita ed esplicita dell’equazione di una retta.

· Conoscenza del significato di appartenenza di un punto a una retta di equazione nota. 

· Capacità di disegnare il grafico di una retta di equazione data.

· Conoscenza delle equazioni degli assi coordinati.

· Generalità sulla rappresentazione analitica delle curve piane.

· Capacità di determinare la distanza di un punto di coordinate note da una retta di equazione nota.

· Conoscenza dell’equazione dell’asse di un segmento.

· Conoscenza delle trasformazioni nel piano.

OBIETTIVI

Generali:

· Assimilare il concetto di “luogo geometrico dei punti”.

· Sviluppare l’intuizione geometrica nel piano.

· Saper riconoscere, interpretare e costruire relazioni e funzioni quadratiche.

· Acquisire la capacità di tradurre un problema in forma algebrica.

· Sviluppare la capacità di analizzare e dedurre il metodo più appropriato per risolvere un problema.

· Saper argomentare i passaggi eseguiti nella risoluzione di un problema.

Sapere:

· Saper definire la circonferenza come luogo geometrico dei punti del piano.

· Saper riconoscere l’equazione della circonferenza.

· Saper distinguere circonferenze particolari.

· Saper riconoscere l’equazione di un fascio di circonferenze.

· Saper riconoscere le equazioni parametriche della circonferenza.

Saper fare:

· Saper rappresentare graficamente una circonferenza.

· Saper determinare gli elementi che caratterizzano una circonferenza (centro, raggio).

· Saper determinare l’equazione di una circonferenza assegnate tre condizioni.

· Saper stabilire la potenza di un punto rispetto ad una circonferenza.

· Saper stabilire le posizioni di una retta rispetto ad una circonferenza

· Saper trovare i punti comuni di una circonferenza e una retta o di due circonferenze.

· Saper determinare le equazioni delle rette tangenti ad una circonferenza condotte da un punto esterno e da un punto sulla circonferenza stessa.

· Saper determinare l’equazione di un fascio di circonferenze.

· Saper risolvere problemi tra rette e circonferenze.

CONTENUTI, ITINERARIO DIDATTICO 
L’itinerario didattico si articola secondo i seguenti argomenti:
· Discussione e introduzione delle sezioni coniche e loro classificazione.

· Rappresentazione analitica delle coniche e definizione della circonferenza come luogo geometrico.

· Determinazione dell’equazione della circonferenza e sua rappresentazione grafica in un riferimento cartesiano ortogonale xOy. 

· Circonferenze particolari: 

· il centro C(((, () della circonferenza di raggio r coincide con l’origine degli assi;

· il centro C(((, () è un punto dell’asse x;

· il centro C(((, () è un punto dell’asse y;

· la circonferenza passa per l’origine degli assi.

· Punti reali comuni tra due circonferenze  delle quali siano note le equazioni:

· Condizione di appartenenza di un punto P0 ad una curva di equazione cartesiana

F(x,y) = 0 ;

· Condizione affinché un punto P0 sia comune a due curve di equazioni le cui equazioni siano:

F(x,y) = 0

e

G(x,y) = 0;

· Esercizi applicativi alla lavagna.

· Punti interni ed esterni ad una circonferenza:

· concetto di regione interna e regione esterna alla circonferenza;

· concetto di frontiera di una regione piana.

· Posizione di una retta rispetto ad una circonferenza:

Classificazione dei casi tramite la distanza del centro della circonferenza dalla retta.

· Condizioni che determinano una circonferenza. 

· Poiché l’equazione della circonferenza dipende dai tre parametri a, b e c, allora per determinarne l’equazione occorrono tre condizioni indipendenti che leghino i parametri a,b,c. Di seguito indichiamo alcune condizioni che possono essere assegnate in modo che sia determinata la circonferenza univocamente. Si tenga presente che:

· il passaggio della curva da un punto fornisce una condizione;

· fissare il centro della circonferenza fornisce due condizioni;

· se sono assegnate le coordinate degli estremi di un diametro allora si hanno a disposizione le tre condizioni, perché è unica la circonferenza avente diametro assegnato;

· assegnate le coordinate del centro e la misura del raggio resta univocamente determinata la circonferenza;

· se sono note le coordinate del centro e la circonferenza è tangente ad una retta assegnata resta univocamente determinata la circonferenza;

· richiedere che la circonferenza passi da due punti prestabiliti ed abbia il centro su una retta di cui è nota l’equazione;

· richiedere che la circonferenza sia tangente ad una retta in un suo particolare punto (in questo modo si ottengono due condizioni) e sia assegnata un’altra condizione ( es. passaggio da un altro punto, misura del raggio, il centro su una retta, …); 

· ricercare l’equazione di una circonferenza tangente a due rette assegnate (ciò corrisponde a due condizioni)  e fornire un’ulteriore condizione.

Tempi previsti per questa fase didattica 

· 3 ore  e 30 minuti di lezione per la parte teorica

· 2 ore e 20 minuti dedicati alla risoluzione di numerosi esercizi in classe

 
Altri argomenti

· Potenza di un punto rispetto ad una circonferenza

· Fascio di circonferenze

· Alcuni problemi sulla circonferenza:

· Determinare il luogo ( dei punti del piano per i quali il rapporto delle distanze da due 

punti generici assegnati sia uguale ad un valore assegnato.

· Assegnate in forma generica le equazioni di due circonferenze, scrivere l’equazione del 

luogo dei centri delle circonferenze appartenenti al fascio individuato dalle due 

equazioni. Si troverà una retta. Dimostrare che questa è perpendicolare all’asse radicale del fascio.
· Sistematizzazione

Tempi previsti per questa fase didattica

· 1 ora e 20 minuti di lezione per la parte teorica

· 1 ora e 30 minuti per la risoluzione di esercizi in classe 

· 3 ore di laboratorio: risoluzione di alcuni problemi con Derive 6.0, e con Cabrì Geomètre II
· Verifica sommativa dell’unità didattica.

Tempi previsti per la verifica sommativa

· 1 ore e 20 minuti 

SCELTE METODOLOGICHE E MOTIVAZIONI (DELLE SCELTE OPERATE)
Il docente introduce il tema con esempi tratti dalla realtà e stimola la curiosità degli alunni fornendo loro opportunità per orientarsi con particolari figure a tre dimensioni. Si cerca di fissare il concetto di superficie conica con esempi e quindi si passa ad analizzare cosa si possa ottenere sezionando una superficie conica con un piano ( Un buon esempio è rappresentato dalla figura ottenuta intersecando il fascio di raggi luminosi emersi da una torcia elettrica con il piano di un muro della stanza della classe). Gli interventi emersi  sono coordinati dal docente che cerca di evidenziare negli stessi i momenti significativi e pertinenti all’argomento affrontato. 

Approfittando di tale discussione si può effettuare qualche cenno storico e stabilire qualche collegamento interdisciplinare. Si procede, poi, dando la definizione di superficie conica indefinita a due falde, specificando la direttrice, l’asse, la generatrice, il vertice e l’angolo di apertura; successivamente si passa alla classificazione delle coniche.
Fase operativa
Il docente introduce le coniche inizialmente definendole come curve ottenute dalla sezione di una superficie conica a due falde con un piano.

Preliminarmente definisce una superficie conica nel seguente modo:

Fissate due rette nello spazio, g, a, incidenti nel punto V, sussiste la seguente:

Definizione

Dicesi superficie conica a due falde la superficie descritta da una delle due rette allorché una ruota intorno all’altra, che rimane fissa. La retta che ruota è detta generatrice e quella fissa asse della superficie conica. Il punto V è il vertice della superficie conica. L’angolo formato dalle rette g ed a è detto angolo di semiapertura della superficie conica.

Intersezioni di un piano con la superficie conica.

Si considera un piano ( e lo si interseca con la superficie conica. Si tratta di studiare il luogo dei punti comuni alla superficie conica ed al piano. Si distinguono due casi:

a) il piano non passa per il vertice del cono

b) il piano passa per il vertice del cono.

Caso a)

Il piano può intersecare solo una falda della superficie conica oppure due falde.

a.1)Piano che interseca solo una falda

Il tipo di sezione ottenuta dipende dall’angolo che il piano forma con l’asse del cono.

Sia ( l’angolo di semiapertura della superficie conica e ( l’angolo formato dall’asse della superficie conica con il piano ( . Sussistono i seguenti casi

Se (=90° la sezione conica è una circonferenza.

Se  (<(<90° allora la conica è un’ellisse.

Se  (=( allora la conica è una parabola. 

Se  (<( allora il piano interseca le due falde.

a.2) In questo caso l’angolo ( formato dalla retta asse della superficie conica con il piano ( ha ampiezza minore della semiapertura della superficie conica:0°((<(. La sezione conica è un’iperbole. In particolare, se 0°<(<( allora la sezione è composta da due rami staccati, appartenenti alle due falde ed è un’iperbole non degenere. Se (=0° allora il piano passa anche dal vertice della superficie conica e la sezione è composta da due rette incidenti 

( iperbole degenere).

Caso b)

Si distinguono i seguenti casi

b.1) Il piano non interseca alcuna falda. In questo caso la sezione si riduce al solo punto V. La conica è degenere.

b.2) Il piano è tangente alla superficie conica. In questo caso la sezione conica è composta da una retta doppia.

b.3) Il piano interseca la superficie conica in due rette distinte. Si parla ancora di iperbole. 

A questo punto si procede alla discussione chiedendo agli alunni di riportare dei semplici esempi di coniche tratte dalla vita reale. Si inizia ora ad affrontare l’argomento da un punto di vista analitico, in particolare considerando la circonferenza come luogo geometrico. Quindi si determina l’equazione canonica della circonferenza a partire dalla proprietà che caratterizza i suoi punti. Si esaminano le equazioni di circonferenze particolari. 

Si effettuano esercitazioni alla lavagna mostrando i due possibili metodi per determinare le posizioni di una retta rispetto ad una circonferenza. Si sottolinea che assegnate tre condizioni algebriche indipendenti, si ottiene univocamente una circonferenza. Al fine di ottenere l’equazione della circonferenza, si invitano gli alunni a tradurre le diverse condizioni geometriche nelle relative condizioni algebriche: passaggio per un punto, conoscenza del centro, conoscenza del raggio,…... Per concludere questa fase, si ritiene necessaria una sistematizzazione del tutto mediante esercitazioni alla lavagna e l’utilizzo di due software didattici: Derive 6.0 e Cabrì Geomètre II per la costruzione della circonferenza e delle altre coniche. 

A questo punto si propongono agli alunni dei test  a risposta rapida che evidenzino l’acquisizione dei concetti fondamentali trattati. Lo sviluppo dell’attività prosegue con applicazioni varie in classe ed esercizi assegnati come lavoro domestico, ponendo particolare attenzione nella scelta degli esercizi da suggerire. 

Dopo che gli alunni avranno acquisito sufficienti competenze sulla circonferenza e sviluppato numerosi esercizi applicativi coinvolgenti rette e circonferenze ( posizione di una retta rispetto ad una circonferenza, tangente ad una circonferenza in un suo punto, rette tangenti condotte alla circonferenza da un punto esterno) si passa a discutere i fasci di circonferenze.

Il docente introduce il concetto di fascio di circonferenze, analizza particolari fasci, si sofferma sul concetto di asse radicale. In particolare mette in risalto come si possano ottenere fasci di circonferenze a partire dall’equazione di una circonferenza e da quella di una retta.  

Le ultime lezioni sulla circonferenza sono dedicate allo studio di curve deducibili dalla circonferenza, affrontando anche la risoluzione grafica di alcune equazioni irrazionali.

Si conclude lo studio dedicato al tema della circonferenza nel piano cartesiano con numerosi esercizi applicativi di riempilo. Si definisce concordemente con la classe la data della verifica scritta finale .

CONNESSIONI INTERDISCIPLINARI 

Lo studio della circonferenza consente di analizzare un luogo geometrico che trova applicazioni anche in altri campi. Avendo impostato questo percorso didattico mediante lezioni frontali e partecipate, durante l’introduzione dell’argomento, si possono presentare connessioni interdisciplinari, come accennato nella sezione delle “scelte metodologiche e motivazioni”, con la Storia, effettuando qualche osservazione sulla classificazione delle coniche fatta da Apollonio (300 a.C.) nel suo celebre trattato che riporta la prima trattazione completa di queste curve. Nello sviluppo dell’attività è possibile stabilire collegamenti con la Fisica facendo riferimento alla descrizione del moto circolare uniforme, alla Storia dell’Arte ricordando che l’uomo leonardesco gira attorno alla circonferenza di Vitruvio. 

Si può, inoltre, richiamare all’attenzione della classe l’esistenza del famoso problema di Apollonio che nel caso di tre circonferenze fu risolto con riga e compasso da Newton (“date tre circonferenze, di raggi diversi, costruire una circonferenza tangente alle date”). 

Si può fare un breve collegamento con l’Astronomia, materia che studieranno in quinta classe, in particolare nello studio delle stagioni (. che ritroveranno questa conica nello studio delle coordinate equatoriali, in particolare per definire gli equinozi di primavera e d’autunno).

 UN AIUTO DAL SOFTWARE
[image: image379.png]


Le potenzialità del software geometrico permettono di presentare in modo costruttivo e dinamico, le proprietà delle coniche. In questa fase, durante l’attività in classe, si possono anche presentare figure animate, nelle quali le coniche sono generate come sezioni di un cono a doppia falda. Per tale scopo si utilizza il software Derive 6.0, che ha la possibilità di rappresentare nello spazio le figure geometriche e consente la rappresentazione delle coniche come intersezione del piano con il cono a due falde. 

Questo software, per la facilità che permette nel tracciare le coniche, può consentire di recuperare questo aspetto geometrico molto importante che tra l’altro storicamente è stato il primo. 

Questa impostazione evidenzia meglio le proprietà delle coniche e rivaluta le costruzioni sintetiche, oltre a a giustificare il nome dato a queste curve. In tale contesto gli allievi quindi possono operare meglio una sintesi tra il metodo analitico e quello della geometria sintetica, che costituisce la particolarità della geometria analitica. 

In Fig.1 sono rappresentate dieci circonferenze del fascio avente equazione
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e la retta di equazione x+y=0, asse radicale dello stesso.

Utilizzando il software Cabrì Geometre II Plus[image: image380.png]


 si possono invece descrivere tutte le caratteristiche, i teoremi, le proprietà relative alla circonferenza nel piano. Ad esempio, si possono illustrare le posizioni reciproche di una retta e di una circonferenza, la circonferenza come luogo di punti,  le costruzioni dei fasci di circonferenze, l’asse radicale, ecc. 

Contando su questi software didattici si può senz’altro arricchire di contenuti l’unità didattica e fornire un valido strumento operativo agli alunni.

In Fig.2 sono rappresentate quattro circonferenze tangenti (1, (2, (’2, (3, delle quali (2, (’2 sono l’una la simmetrica dell’altra rispetto alla retta tangente t comune alle circonferenze.

Vai alla figura realizzata con Cabri’
SUSSIDI E STRUMENTI DIDATTICI

· Lavagna

· Gessi colorati

· Libri di testo

· Derive 6.0

· Cabrì Geomètre 

Passiamo ora ad analizzare i contenuti riguardanti la circonferenza. 

EQUAZIONE DELLA CIRCONFERENZA

Definizione

La circonferenza è il luogo dei punti del piano la cui distanza da un punto fisso detto centro  è costante; questo valore è la misura del raggio della circonferenza.
Nel piano cartesiano una circonferenza è individuata quando sono note le coordinate del centro C(x0; y0) e si conosce la misura r del raggio. Per determinare l’equazione in forma canonica utilizzeremo il metodo dei luoghi geometrici, imponendo cioè che [image: image381.png]


il generico punto P (x; y) sia alla distanza r dal centro C: 
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 = r .

Ricordando la formula della distanza tra due punti(
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che è l’equazione della circonferenza  ci centro C (x0; y0) e di raggio r .

Nel caso particolare   in cui il centro  C coincida con l’origine O degli assi delle coordinate,  essendo x0 = y0=0

la (2) diventa
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La  (2) è quindi l’equazione della circonferenza con centro nell’origine e raggio r.

L’equazione (1) può essere scritta nella forma:
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(3)

Ponendo:
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(4)

l’equazione (3) diventa
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(5)

Che rappresenta l’equazione della circonferenza in forma normale o conica: L’equazione è di secondo grado in x e y, manca del termine rettangolare xy, i coefficienti 
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 uguali a 1.

Osservazione

Nota l’equazione della circonferenza nella forma (5) si determinano le coordinate del centro con le formule inverse dedotte dalle relazioni (4). Inoltre, se la circonferenza è a punti reali, si determina anche la misura del raggio.

Il centro è il punto 
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]2
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Affinché la circonferenza abbia punti reali è necessario che sia soddisfatta la condizione 
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(6)

SE è soddisfatta la (6) allora la misura del raggio r,  tenendo conto delle coordinate del centro, risulta
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Nel caso in cui nella (6) valga l’uguaglianza la circonferenza degenera nel suo centro.

Osservazione importante

Abbiamo dimostrato che, data una circonferenza, la sua equazione è del tipo:
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Vediamo in quali casi è vero il viceversa.

L’equazione
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può cosi essere scritta (addizionando e sottraendo i due termini 
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e quindi 
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(7)


· Se  
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, allora l’equazione (7) ha come soluzioni infinite coppie (x; y) di numeri reali, ciascuna delle quali rappresenta un punto della curva, appunto  la circonferenza  di centro
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· Se  
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, allora l’equazione ha una sola soluzione reale 
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; questa coppia rappresenta le coordinate del centro della circonferenza (la curva è degenere); la circonferenza ha raggio nullo

· Se  
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 allora l’equazione non ha soluzioni reali, perché la somma di due quadrati non può dare un numero reale negativo. La curva corrispondente non ha punti reali e quindi non è rappresentabile nel piano R2.

Possiamo concludere affermando che:

L’equazione             
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Rappresenta una circonferenza a punti reali e non degenere,  se e solo se :
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Alcuni casi particolari

Consideriamo l’equazione:
[image: image35.wmf]0

2

2

=

+

+

+

+

c

by

ax

y

x

 con a,b,c,
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Esamineremo i casi particolari in cui uno o due coefficienti o il termine noto siano  nulli

	Illustrazione dei diversi casi

	a = 0

L’equazione diventa  
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	b = 0.  L’equazione  diventa   
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	c = 0. L’equazione diventa 
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. Le coordinate del punto O(0,0) verificano  l’equazione, quindi la circonferenza passa per l’origine degli assi.
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	a = c = 0. L’equazione diventa   .
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. la circonferenza ha centro sull’asse y e passa per l’origine degli assi
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	a = b = 0. La circonferenza ha centro nell’origine. La sua equazione è 
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	b=c=0. L’equazione diventa 
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. La circonferenza ha centro sull’asse x e passa per l’origine degli assi.
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INTESEZIONE DI UNA CIRCONFERENZA CON UNA RETTA

Sia (  la circonferenza di equazione





( : 
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ed r la retta di equazione:
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Le coordinate degli eventuali punti di intersezione di (  con r sono le soluzioni del sistema:
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Eliminando una  variabile, per esempio y tra le due equazioni, si ottiene l’equazione risolvente  di 2° grado in x; se questa ammette soluzioni reali, le radici saranno le ascisse dei punti comuni alla retta ed alla circonferenza. Con una sostituzione di tali valori in una delle due equazioni componenti il sistema (è consigliabile utilizzare l’equazione della retta), si ottengono  le ordinate di detti punti. 

Indicando con 
[image: image54.wmf]D

 il discriminante dell’equazione risolvente, si possono verificare tre casi:

a) 
[image: image55.wmf]D

 > 0

In questo caso il sistema ammette due soluzioni (x; y) reali, il che significa che la circonferenza e la retta hanno due punti comuni, cioè che la retta r è secante.

In simboli:
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 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf]con 
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b) 
[image: image59.wmf]D

 = 0

In questo caso il sistema ammette due soluzioni reali e coincidenti, la retta è tangente alla circonferenza  perché i due punti coincidono
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c) 
[image: image61.wmf]D

 < 0

In questo caso l’equazione ha due soluzioni complesse coniugate.

Non esistono punti reali comuni alla retta e alla circonferenza; la retta è esterna.
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RETTE TANGENTI AD UNA CIRCONFERENZA
Sia ( una circonferenza di equazione (:
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un punto del piano. Vogliamo determinare le equazioni delle rette tangenti a  (  condotte da 
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, qualora esistano.

Geometricamente possono verificarsi i tre casi:

1) 
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è interno a  (; ogni retta per 
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 è secante (; non esiste alcuna retta tangente da 
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 alla circonferenza.

2) 
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 è esterno a (; esistono due rette 
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tangenti a (. Per determinarne le equazioni si possono applicare i seguenti procedimenti:

· Primo metodo

a) Scrivere l’equazione del fascio proprio di rette avente centro nel punto 
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nella forma esplicita
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(8)

oppure nella forma implicita
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(9)

b) imporre la condizione che la generica retta del fascio abbia distanza dal centro del circonferenza uguale alla misura del raggio di questa. In tal modo si ottiene un’equazione nell’incognita m o nelle incognite a, b, risolvendo la quale si determinano i valori dei parametri.

· Secondo metodo

Le equazioni delle tangenti alla circonferenza (, uscenti da 
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, si possono determinare mettendo  a sistema l’equazione della circonferenza e quella della generica retta passante per 
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P

 (l’equazione (8) o l’equazione (9)). Se la retta è tangente alla circonferenza allora ha in comune con essa due punti coincidenti. Algebricamente ciò equivale ad affermare che il sistema suddetto ammette due soluzioni coincidenti. Ebbene ciò si verifica se e solo se il discriminante dell’equazione risolvente il sistema è nullo. Questa condizione algebrica: (=0, è la cosiddetta “condizione di tangenza”. Risolvendo l’equazione

(=0

Si determineranno i valori dei parametri corrispondenti alle equazioni delle  due rette tangenti. 
Osservazione (comune ai due metodi)
Se si utilizza l’equazione (8) si deve tener conto che in essa non è presente l’equazione della retta parallela all’asse delle ordinate, che è 
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. D’altra parte può succedere che una delle due rette tangenti alla circonferenza sia proprio tale retta: ciò si verifica quando l’ascissa di 
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 è uguale all’ascissa di un estremo del diametro della circonferenza parallelo all’asse delle ascisse. In questo caso elaborando algebricamente la condizione suddetta si perviene ad un’equazione di primo grado nell’incognita m. A quel punto, fatta salva la correttezza delle operazioni algebriche,  ci si renderà conto che una delle due rette tangenti ha equazione  che non può essere posta nella forma (8), quindi la seconda tangente è proprio la retta 
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Adottando l’equazione implicita del fascio si troveranno comunque i due valori da assegnare ai parametri a, b corrispondenti alle due rette tangenti. 

3) 
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appartiene a (; esiste una e una sola retta per 
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tangente a (.

In questo caso si possono utilizzare ancora i due metodi precedentemente descritti, ma si possono seguire anche altri metodi.

· Terzo metodo

Scritta l’equazione del fascio di rette di centro 
[image: image83.wmf]0
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, in una delle due forme (8) o (9), si impone che il coefficiente angolare della generica retta del fascio sia antireciproco del coefficiente angolare della retta passante per il centro della circonferenza e per il punto 
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Se il punto P appartiene alla circonferenza , oltre che nei due modi precedenti  si può procedere anche in un terzo modo:

Consideriamo l’equazione del fascio di rette per 
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(8)

e l’equazione della circonferenza ridotta alla forma normale
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(5)

Poiché il punto 
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 appartiene alla curva evidentemente è soddisfatta l’uguaglianza
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(10)

Affinché la retta (8) sia tangente alla circonferenza di equazione (5) deve essere perpendicolare al diametro passante per 
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.Ciò implica che il coefficiente angolare  m della tangente deve essere l’antireciproco di quello del diametro. Indicando con 
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Sostituendo nella (8) ed elaborando si ottiene:
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Eseguiamo i prodotti e teniamo conto che dalla (10) risulta 
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(10.1)
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(11)

La (11) rappresenta l’equazione della retta tangente alla circonferenza nel suo punto 
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 e   viene di solito chiamata “regola dello sdoppiamento” che si enuncia nel modo seguente:

L’equazione della tangente ad una circonferenza nel  suo punto  
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[image: image103.wmf]si ottiene dall’equazione della circonferenza, sostituendo in essa rispettivamente:
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(12)

In virtù delle formule (12) si deduce che se la circonferenza passa per l’origine degli assi allora l’equazione della tangente in detto punto è
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Regola

Se una circonferenza passa per l’origine degli assi, l’equazione della tangente alla circonferenza in tale punto si ottiene eguagliando a 0  il gruppo dei termini di primo grado dell’equazione della circonferenza.

E’ opportuno a questo punto stimolare i ragazzi con una serie di esercizi.
ESERCIZIO

Determinare le coordinate degli eventuali punti d’intersezione della circonferenza (  con la retta r, nei seguenti casi:

a) [image: image382.png]
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b) (: 
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r: 3x + 4y+1  =  0
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r: x + y -5 = 0

Soluzione

a) Si deve risolvere il sistema:
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La prima equazione rappresenta la circonferenza avente centro nell’origine e raggio di misura 2. Risolvendo il sistema si trovano i punti A (0;2) e 
[image: image117.wmf]86

;

55

B

æö

ç÷

èø


Che la retta sia secante la circonferenza lo si può vedere anche calcolando la distanza del centro della circonferenza dalla retta e osservando che tale distanza è minore del raggio della circonferenza stessa. Infatti

[image: image383.png]
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b) Risolvendo il sistema:
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si trova che la retta r è tangente alla circonferenza nel punto 
[image: image120.wmf]12
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Si fa osservare che si poteva dedurre che la retta fosse tangente alla circonferenza dal fatto che la sua distanza
 dal centro è uguale al raggio.

c) [image: image384.png]


Il sistema
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non ammette soluzioni e quindi la retta data è esterna alla circonferenza, come si può anche vedere verificando che la distanza del centro dalla retta è maggiore del raggio.

La misura del raggio della circonferenza è
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La distanza del centro 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image125.wmf]6
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Si noti che effettivamente si ha
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ESERCIZIO

Determinare l’equazione della retta t tangente alla circonferenza (:
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 nel suo punto 
[image: image129.wmf](
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Soluzione

In questo caso il problema si può risolvere oltre che con uno dei metodi esposti nella parte teorica,  anche tenendo conto che t è  perpendicolare alla retta 
[image: image130.wmf]0

CP

, essendo C il centro di (.

Il coefficiente della retta 
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 è m = -2; pertanto la retta t cercata ha equazione:
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ESERCIZIO 

Scrivere le equazioni delle rette tangenti alla circonferenza 
[image: image134.wmf]g

: 
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condotte dal punto 
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(2;2).

Soluzione
Per determinare le equazioni delle rette 
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 e t
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condotte da 
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 e tangenti a 
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scriviamo l’equazione del fascio proprio di rette di centro 
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. F:
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 ed imponiamo la condizione che la distanza del centro della circonferenza, che è il punto C (1;0), dalla generica retta del fascio sia  uguale alla misura del raggio:
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da cui si ottiene successivamente:
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ed infine 
m =
[image: image147.wmf]4
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Osservazione

Notiamo che la condizione ha dato luogo ad un’equazione di primo grado nell’incognita m e dunque troviamo con il metodo seguito solo una retta per 
[image: image148.wmf]0
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 tangente alla circonferenza, ma si può verificare che il punto è esterno alla curva, dunque esistono due tangenti. Quale giustificazione? Evidentemente la seconda retta tangente ha equazione che non può essere espressa nella forma esplicita così come si presenta il fascio, infatti è proprio la retta 
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 parallela all’asse delle ordinate: x =2. Il valore m =
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 dell’unica  soluzione trovata rappresenta il coefficiente angolare della retta la cui equazione è esprimibile in forma esplicita. 

Le equazioni delle due tangenti sono:
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FASCI DI CIRCONFERENZE

Definizione
Dicesi fascio di circonferenze l’insieme delle circonferenze del piano le cui equazioni siano ottenibili da un’equazione di secondo grado nelle variabili x, y, mancante del termine rettangolare xy, nella quale i coefficienti di secondo grado siano uguali e nella quale sia presente un parametro (oppure due parametri) con esponente uno. 

Siano 
[image: image153.wmf]1
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 e 
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 due circonferenze diverse di equazioni:



[image: image155.wmf]1

g

: 
[image: image156.wmf]0

1

1

1

2

2

=

+

+

+

+

c

y

b

x

a

y

x




[image: image157.wmf]0

:

2

2

2

2

2

2

=

+

+

+

+

c

y

b

x

a

y

x

g


e
[image: image158.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image159.wmf]l

e
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 due parametri reali non contemporaneamente nulli.

Consideriamo l’equazione ottenuta come combinazione lineare della equazione 
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che possiamo scrivere
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     (14)

Se 
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 tale equazione rappresenta una circonferenza ; al variare di 
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 si otterrà un fascio di circonferenze di generatrici 
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In particolare

· Se 
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la (14)  rappresenta   
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· Se 
[image: image173.wmf]0

=

l

e 
[image: image174.wmf]0

¹

m


la (14)  rappresenta    
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Supposto allora  
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con k 
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L’equazione (15) rappresenta al variare di k  tutte le circonferenze del fascio generato da 
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, 
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, tranne la circonferenza
[image: image182.wmf]2
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  che si otteneva per 
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, mentre la circonferenza 
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 si otteneva per k=0.

Si possono presentare quattro diversi casi.

1°  CASO

Siano 
[image: image185.wmf]1

g

, 
[image: image186.wmf]2

g

  due circonferenze secanti e siano A e B i punti base che esse hanno in comune.

Poiché le coordinate di A e B verificano simultaneamente le equazioni di 
[image: image187.wmf]1
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 e
[image: image188.wmf]2
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, esse soddisfano anche l’equazione del fascio; quindi tutte le circonferenze del fascio passano per A e B; questi punti  sono detti PUNTI BASE del fascio.

Se 
[image: image189.wmf]0
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, cioè se k = -1, le equazioni (14) e (15) rappresentano la retta che passa per i punti A e B, detta ASSE RADICALE ed ha equazione 
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(16)

Osserviamo che l’equazione:
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(17)

ottenuta come combinazione lineare dell’equazione dell’asse radicale e dell’equazione di 
[image: image192.wmf]1

g

(o di 
[image: image193.wmf]2

g

) , rappresenta comunque una circonferenza passante per A e B, ed al variare del parametro h si ottengono tutte le circonferenze del fascio individuato dalla suddetta circonferenza e dalla retta, tranne la retta stessa, che è considerata come la circonferenza degenere del fascio.  Pertanto, l’equazione del fascio di circonferenze di punti base A e B si può anche ottenere come combinazione lineare tra l’equazione di una circonferenza passante per A e per B e l’equazione della retta AB.

ESERCIZIO (relativo al 1°CASO)

[image: image385.png]


Dato il fascio di circonferenze
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determinare gli eventuali punti base.

Soluzione

Poiché l’equazione del fascio può scriversi nella forma
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per determinare i punti base basterà determinare i punti di intersezione tra la circonferenza  
[image: image196.wmf]2
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 (che ha come centro C (1;0) e raggio r = 
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Il sistema ammette come soluzioni: 
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che sono le coordinate dei punti base A e B.

2 °  CASO 
Siano 
[image: image203.wmf]1

g

 e
[image: image204.wmf]2

g

  due circonferenze tangenti in A.

Ragionando come nel caso precedente, il fascio generato da
[image: image205.wmf]1
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e
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è costituito da tutte le circonferenze passanti per il punto comune A in cui hanno la stessa retta tangente t. 

Il punto A è detto punto base del fascio.

L’equazione del fascio si può ottenere o come combinazione lineare delle equazioni  
[image: image207.wmf]1
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 e  
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, ovvero come combinazione lineare di due altre qualsiasi circonferenze del fascio, oppure come combinazione lineare dell’equazione di una delle due circonferenze 
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 e 
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 con l’equazione della retta t tangente in A. 

L’equazione della retta t è la seguente:
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ESERCIZIO (relativo al 2°CASO)

[image: image386.png]


Studiare il fascio di circonferenze di equazione:
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Soluzione

Poiché l’equazione può scriversi
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il fascio è generato dalla circonferenza:
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di centro C (3,0) e raggio r = 5 e dalla retta:
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Il sistema 
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ha due soluzioni coincidenti
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Quindi la retta r è tangente nel punto A (6;4) a 
[image: image218.wmf]g

 . 

L’equazione data rappresenta un fascio di circonferenze  tangenti in A alla retta r; i centri di tali circonferenze appartengono alla retta CA.

3 ° CASO

Siano 
[image: image219.wmf]1

g

 e
[image: image220.wmf]2
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due circonferenze concentriche di equazione :


[image: image221.wmf]0

:

1

2

2

1

=

+

+

+

+

c

by

ax

y

x

g


e 

[image: image222.wmf]0

:

2

2

2

2

=

+

+

+

+

c

by

ax

y

x

g


l’equazione del fascio generato da 
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 e 
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 è
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)

22

12

1(1)(1)(1)0

kxkyakxbkyckc

+++++++++=


Per 
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 si può scrivere
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equazione che rappresenta ancora una circonferenza concentrica a 
[image: image229.wmf]1
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 e 
[image: image230.wmf]2
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; quindi tutte le circonferenze del fascio hanno lo stesso centro  C (
[image: image231.wmf])

2

;

2

b

a

-

-

.

Esempio (relativo al 3°CASO)
L’equazione
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rappresenta un fascio di circonferenze  di centro C(2;-1).

La condizione affinché esse siano reali è la seguente:
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4° CASO

Siano
[image: image235.wmf]1

g

 e 
[image: image236.wmf]2

g

due circonferenze non aventi punti in comune e non concentriche . Il fascio di circonferenze è ancora generato da 
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 e 
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con la combinazione lineare delle loro equazioni.

Esempio (relativo al 4°CASO)

Consideriamo le due circonferenze
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Che hanno rispettivamente centri C1(0;0), C2(2;3) e raggi unitari.

L’equazione del fascio determinato è
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CURVE DEDUCIBILI DALLA CIRCONFERENZA

Esercitazione con Derive V.6

	Problema  Rappresentare la curva avente equazione
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e determinare l’area delle regione finita di piano racchiusa dalla stessa.

Soluzione

L’equazione dà luogo ad una curva composta da quattro archi di circonferenze. Osservandone la struttura algebrica si nota che la forma è simmetrica rispetto alle due variabili, ciò implica che la curva corrispondente sarà simmetrica rispetto all’origine degli assi. Per rappresentarla è sufficiente rappresentare l’arco che ricade nel primo quadrante, quindi costruire gli altri tre archi per simmetria.

Studio della curva nel primo quadrante

L’equazione nel quadrante di riferimento, tenendo presente che risultano soddisfatte le due disuguaglianze

x(0, y(0,  si semplifica come segue:
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         (1)

In Fig.1 è rappresentata la circonferenza corrispondente ottenuta con Derive.

Impostiamo ora l’equazione della curva con Derive

Si deve inserire nella barra della formula la seguente espressione  

x^2 + y^2 - 2·abs(x) - 2·abs(y) = 0

quindi premere il tasto INVIO.

In Fig.2  è riporta la rappresentazione grafica.

Calcolo dell’area della regione finita di piano delimitata dalla curva

Considerando la circonferenza di equazione (1) si nota che il suo centro è il punto C1(1;1) e che i due punti A(2;0), B(0;2) sono gli estremi di un diametro della circonferenza. Dalla Fig.3 si evince che la regione finita di piano ricadente nel primo quadrante è composta dal semicerchio (1 e dal triangolo T1. Poiché il raggio della circonferenza misura 
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r

=
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image247.wmf](
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e dunque l’area dell’intera regione racchiusa dalla curva è  
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CURVE DEDUCIBILI DALLA CIRCONFERENZA
esercitazione_01 con derive v.6
	Problema

Rappresentare la curva la cui equazione nel piano cartesiano è
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Soluzione

A lato, in Fig.1  è rappresentata la figura corrispondente all’equazione ottenuta con l’applicazione Derive V.6. Per ottenere  la rappresentazione è stata inserita nella barra della formula l’espressione analitica dell’equazione. La sintassi della formula che l’ha generata è:

ABS(y) = SQRT(1 - x^2)

Ricordiamo che con ABS(n) si rappresenta il valore assoluto del numero reale n, mentre con SQRT(n) si rappresenta la radice quadrata del numero reale n.  

Osservazione

La figura è composta da due semicirconferenze. Tuttavia, l’applicazione Derive non riesce ad evidenziare i punti degli archi prossimi all’asse delle ascisse. Si potrebbe migliorare l’output effettuando una zoommata, adottando cioè un’unità di misura più grande, si ridurrebbe l’estensione dell’are priva di punti, ma non si risolverebbe del tutto il problema.

Metodo diverso per la rappresentazione

Considerando il dominio di definizione dell’equazione, dato dalle soluzioni della disequazione
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possiamo trasformare l’equazione della curva in una forma equivalente. Precisamente, elevando al quadrato ambo i membri, si perviene alla seguente:


[image: image256.wmf]1

2

2

=

+

y

x


L’equazione ottenuta rappresenta la circonferenza avente centro nell’origine degli assi e raggio unitario.

In Fig.2 è rappresentata la curva ottenuta ancora con Derive, utilizzando in questo secondo caso l’equazione della circonferenza. Il comando lo si ottiene inserendo nella barra della formula l’equazione suddetta:

x^2+y^2=1
Di seguito è illustrato il comando
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In questo caso si nota che la curva ottenuta è completa.

Conclusione: Utilizzando un’applicazione è bene sfruttare le potenzialità offerte dalla stessa. 
	[image: image258.png]
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Oggetto: compito in Classe 3D/PNI

Argomenti: Geometria analitica:Problemi sulla circonferenza- Fasci di circonferenze – Curve deducibili dalla circonferenza- Area di un dominio piano- Interpretazione grafica delle soluzioni di una disequazione irrazionale. 












Soluzione
Geometria analitica

Es_1)  Sia fissato nel piano un riferimento cartesiano ortogonale xOy.

1.1  Determinare l’equazione della circonferenza ( tangente alla retta t:x+y-3=0 nel suo punto A di ascissa 2 e passante per il punto B(0;1). Rappresentare nel riferimento cartesiano la circonferenza ( e la retta t.

1.2 Determinare l’area della parte di cerchio delimitato da ( ricadente nel primo quadrante.

1.3 Scrivere l’equazione del fascio di circonferenze generato da ( e dalla retta t:x+y-3=0 e  precisare quale sia il ruolo di t nel fascio. Classificare il fascio di circonferenze e determinare il luogo geometrico dei centri.

1.4 Determinare le equazioni delle circonferenze del fascio tangenti all’asse delle ascisse, indicando in particolare i punti di contatto.

1.5 Rappresentare tutte le circonferenze trovate e la retta t nello stesso riferimento cartesiano.

Es_2) Considerata nel piano cartesiano la circonferenza 
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risolvere i quesiti che seguono.

2.1
Determinare le equazioni delle rette t1, t2 parallele alla bisettrice del primo e terzo quadrante che risultano tangenti alla circonferenza (.

2.2
Detto A il punto diverso dall’origine in cui ( taglia l’asse delle ordinate, determinare la retta s passante per A e parallela alle due tangenti t1, t2 . Sia A’ il secondo punto in cui la retta s taglia la circonferenza.

2.3
Detti P, Q i punti di contatto tra la circonferenza ( e le rette tangenti t1, t2, determinare l’area del quadrilatero APA’Q.

Es_3)  Rappresentare nel piano cartesiano la curva definita dalla seguente equazione
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Es_4)   Risolvere la seguente disequazione irrazionale ed interpretare graficamente le soluzioni:
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Soluzione

Es_1) Sia fissato nel piano un riferimento cartesiano ortogonale xOy.

1.1  Determinare l’equazione della circonferenza ( tangente alla retta t:x+y-3=0 nel suo punto A di ascissa 2 e passante per il punto B(0;1). Rappresentare nel riferimento cartesiano la circonferenza ( e la retta t.
1.2 Determinare l’area della parte di cerchio delimitato da ( ricadente nel primo quadrante.

1.3 Scrivere l’equazione del fascio di circonferenze generato da ( e dalla retta t:x+y-3=0 e  precisare quale sia il ruolo di t nel fascio. Classificare il fascio di circonferenze e determinare il luogo geometrico dei centri.

1.4 Determinare le equazioni delle circonferenze del fascio tangenti all’asse delle ascisse, indicando in particolare i punti di contatto.

1.5 Rappresentare tutte le circonferenze trovate e la retta t nello stesso riferimento cartesiano.
Soluzione

1.1 Si deve innanzitutto determinare l’ordinata del punto A della retta t. Ciò si ottiene ponendo x=2 nell’equazione della retta e risolvendo l’equazione ottenuta nell’incognita y. 

A(2;yA)(t ( 
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Ricerca dell’equazione della circonferenza

L’equazione della circonferenza ( ridotta alla forma normale è la seguente
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Indico due metodi diversi per trovare l’equazione di (.

Primo metodo

Per determinare i valori dei coefficienti a, b, c un metodo consiste nell’imporre le condizioni algebriche che assicurano il passaggio di ( dai due punti A, B e cioè che le coordinate di questi punti siano soluzioni dell’equazione di (; in tal modo si ottengono due equazioni e risolvendo il sistema composto da queste si eliminano due dei tre parametri. Occorre una terza condizione che leghi i valori delle tre incognite a,b,c : la si ottiene imponendo che la circonferenza sia tangente alla retta 
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. La condizione algebrica corrispondente si può ottenere mettendo a sistema l’equazione della circonferenza (contenente ormai un solo parametro) con l’equazione della retta tangente, ricavando l’equazione risolvente ed imponendo che le sue radici siano coincidenti, quindi che sia nullo il suo discriminante.

Secondo metodo

Poiché la circonferenza richiesta appartiene al fascio di circonferenze tangenti alla retta 
[image: image266.wmf]:30
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 nel punto A si può scrivere l’equazione di questo fascio utilizzando l’equazione della retta tangente e l’equazione della circonferenza (0 degenere del fascio avente centro in A e raggio nullo. Combinando linearmente le due equazioni, magari introducendo un solo parametro, si ottiene l’equazione del fascio. Successivamente si determina il valore del parametro imponendo che la circonferenza del fascio passi dal punto B, quindi che le coordinate di questo verifichino l’equazione del fascio.

Applichiamo il secondo metodo

Equazione della circonferenza (0
Ricordiamo che l’equazione della circonferenza avente centro nel punto (x0;y0) e raggio r è
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Dunque l’equazione di (0 è


[image: image268.wmf](

)

(

)

22

0

:210

xy

g

-+-=

 

Equazione del fascio delle circonferenze tangenti alla retta t in A(2;1)
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Imponiamo che le coordinate del punto B(0;1) soddisfino l’equazione del fascio:
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L’equazione di ( è 
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che semplificata diventa 
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La circonferenza ha il centro nel punto C(1;0) ed il suo raggio misura
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La circonferenza e la retta t sono rappresentate in Fig.1

1.2 Area della regione piana

Indichiamo con P il punto di ascissa positiva in cui ( taglia l’asse delle ascisse: 
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La regione piana è composta dal settore circolare delimitato dall’arco 
[image: image278.wmf]»
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 e dal triangolo rettangolo COB. Il settore circolare ha ampiezza 135° e dunque rappresenta i 3/8 del cerchio racchiuso dalla circonferenza (. Il triangolo COB è isoscele perché 
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. Ricordato che l’area del cerchio di raggio r è 
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, per l’area della regione piana in esame si ha:
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Osservazione
L’area della regione si può determinare anche in modo diverso. Infatti, notiamo che AB è il lato di un quadrato iscritto nel cerchio e OB è la metà del lato. Pertanto, se consideriamo la differenza tra la superficie del cerchio e quella del quadrato inscritto si hanno quattro segmenti circolari isometrici. Alla regione piana in esame manca la metà di uno dei quattro segmenti circolari per comporre un semicerchio. Deduciamo che l’area richiesta si può ottenere dalla differenza tra l’area del semicerchio e quella della metà di uno dei segmenti circolari suddetti.

Area del quadrato:
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Area di un segmento circolare: 
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Area della regione piana in esame
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1.3 Equazione del fascio di circonferenze

Il fascio di circonferenze determinato dalla circonferenza ( e dalla retta 
[image: image296.wmf]:30
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in realtà è quello di equazione (1), già utilizzato per determinare l’equazione di (. Ricordiamo che l’equazione del fascio può essere ottenuta combinando linearmente le equazioni di due qualsiasi circonferenze del fascio, oppure  combinando linearmente l’equazione di una circonferenze del fascio con l’equazione dell’asse radicale. Nel caso specifico, l’asse radicale coincide con la retta t e tutte le circonferenze sono tangenti a detta retta, nonché tangenti tra loro, nel punto A(2;1). L’espressione algebrica dell’equazione del fascio, pertanto, è anche la seguente:
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Il centro della generica circonferenza del fascio è il punto 
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Luogo dei centri delle circonferenze del fascio


Con tale locuzione si intende il luogo geometrico descritto dal centro della generica circonferenza del fascio al variare del parametro k. Il sistema  di equazioni
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rappresenta il luogo dei centri in forma parametrica. Per avere l’equazione cartesiana basta eliminare la presenza del parametro k. 
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(3)

L’equazione  (3) rappresenta in forma cartesiana il luogo dei centri ed è una retta .

1.4 Circonferenze del fascio tangenti all’asse delle ascisse

Per determinare i valori dei parametro k per i quali si ottengono le circonferenze tangenti all’asse delle ascisse possiamo porre a sistema l’equazione del fascio di circonferenze con l’equazione dell’asse x e imporre che l’equazione risolvente abbia radici coincidenti; come sappiamo, ciò si verifica se il suo discriminante è nullo. 
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Le due circonferenze del fascio tangenti all’asse delle ascisse hanno equazioni
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Punti di contatto di (1,(2 con l’asse delle ascisse.

Detti T1, T2 rispettivamente i punti di contatto di (1,(2 con l’asse delle ascisse, facciamo notare che le loro ascisse coincidono con le ascisse dei rispettivi centri di (1,(2 .Si ha perciò: 
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1.5 I grafici delle tre circonferenze, della retta t e della retta dei centri sono riportati in Fig_3.

Es_2)(m) Considerata nel piano cartesiano la circonferenza 
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(1)

risolvere i quesiti che seguono.

2.1
Determinare le equazioni delle rette t1, t2 parallele alla bisettrice del primo e terzo quadrante che risultano tangenti alla circonferenza (.

2.2
Detto A il punto diverso dall’origine in cui ( taglia l’asse delle ordinate, determinare la retta s passante per A e parallela alle due tangenti t1, t2 . Sia A’ il secondo punto in cui la retta s taglia la circonferenza.

2.3
Detti P, Q i punti di contatto tra la circonferenza ( e le rette tangenti t1, t2, determinare l’area del quadrilatero APA’Q.

Soluzione
2.1
L’equazione della bisettrice del primo e terzo quadrante è : y=x . Le due rette tangenti alla circonferenza parallele alla bisettrice appartengono al fascio improprio individuato dalla bisettrice; l’equazione di detto fascio è: 
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(2)

Dobbiamo ora determinare i valori del parametro q corrispondenti alle due rette tangenti. Possiamo seguire due percorsi diversi.

Primo metodo

Mettere a sistema l’equazione del fascio di rette con l’equazione della circonferenza ed imporre la condizione algebrica affinché le soluzioni siano coincidenti. Infatti, se la retta deve  essere tangente ad una circonferenza la retta e la curva devono avere in comune due punti coincidenti. La condizione algebrica corrispondente è data dall’annullarsi del discriminante dell’equazione risolvente: (=0; risolvendo l’equazione ottenuta nel parametro q si determineranno i due valori corrispondenti alle due rette tangenti.

Secondo metodo

Una retta è tangente ad una circonferenza se la distanza del centro della circonferenza dalla retta è uguale alla misura del raggio della circonferenza stessa. Pertanto, determinando la misura del raggio della circonferenza ( e la distanza del centro C della circonferenza dalla generica retta del fascio improprio F, si dovranno uguagliare le due espressioni ottenendo un’equazione nell’incognita q che risolta fornirà i valori richiesti.

Osservazione
Il secondo metodo dal punto di vista algebrico è meno complesso. Adottiamolo per risolvere il quesito.

Coordinate del centro della circonferenza

Il centro della circonferenza ( è 
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Ricordiamo che la distanza del punto 
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 e dunque la distanza di C dalla generica retta del fascio F è
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La misura del raggio di una circonferenza di equazione
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 e dunque nel caso specifico si ha
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Si deve risolvere l’equazione
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Le due rette tangenti hanno equazioni
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2.2 Si devono determinare le coordinate del punto A , perciò si deve risolvere il sistema formato dall’equazione della circonferenza ( e dall’equazione dell’asse delle ordinate.
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Equazione della retta s

Per ottenere l’equazione della retta s passante per A si deve determinare il valore corrispondente del parametro q ed a tale scopo basta imporre che le coordinate del punto A verifichino l’equazione del fascio F.
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Ricerca delle coordinate del punto A’

E’ necessario risolvere il sistema formato dall’equazione della circonferenza ( e dall’equazione della retta s.
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2.3 Osserviamo che i punti P, Q sono gli estremi[image: image392.png]


 del diametro della circonferenza ( perpendicolare alle tangenti t1, t2 e dunque la loro distanza è 2r. Ai fini del calcolo dell’area del quadrilatero APA’Q non è necessario conoscere le coordinate dei punti P,Q. Infatti il quadrilatero ha le diagonali AA’, PQ tra loro perpendicolari e la sua area è 
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N.B. Forniamo le coordinate dei punti P, Q come riscontro per il lettore che volesse esercitarsi a determinarle: 
[image: image348.wmf]10110

1;

424

P

æö

-+-

ç÷

èø

, 
[image: image349.wmf]10110

1;

424

Q

æö

--+

ç÷

èø

.

Occorre determinare la misura della diagonale AA’.


Dalla formula per la distanza fra due punti nel piano si ha
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Concludiamo che
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Es_3 Rappresentare nel piano cartesiano la curva definita dalla seguente equazione
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	Soluzione


	La curva è rappresentata a lato. E’ composta da quattro archi di circonferenze ed è simmetrica rispetto all’asse delle ascisse. Ciò è dovuto al fatto che sostituendo y con –y  l’equazione non cambia forma algebrica.

Le quattro circonferenze che concorrono a definire la curva sono
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, di centro 
C1(1;-1) limitatamente ai punti P(x;y) le cui coordinate verificano le condizioni x(y, y(0;
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, di centro C2(1;1), limitatamente ai punti P(x;y) tali che x+y(0, y(0;
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, di centro 
C3(-1;-1) per i punti P(x;y) tali che 
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, di centro 
C4(-1;1), limitatamente ai punti P(x;y) tali che x-y<0, y(0.
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	Nella figura a lato sono indicate le quattro circonferenze (1, (2, (3, (4.
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Es_4

Risolvere la seguente disequazione irrazionale ed interpretare graficamente le soluzioni:
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Soluzione

Osserviamo subito che la disequazione ha senso se il radicando è non negativo, quindi
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Con la condizione suddetta la disequazione si trasforma nella seguente equazione equivalente ottenuta elevando ambo i membri al quadrato:
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La disequazione è soddisfatta per i punti dell’intervallo ]0;1[.

Interpretazione grafica

Ponendo 
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Si rappresentano le curve corrispondenti nel pian[image: image393.png]


o cartesiano. La prima ha come diagramma un arco di circonferenza: precisamente la circonferenza 
[image: image375.wmf]22
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, che ha centro in C(1;0) e passante per l’origine degli assi.

La seconda è una retta, la bisettrice del primo e terzo quadrante.

Il confronto tra le due curve va effettuato nell’intervallo [0;2]. Le soluzioni della disequazione irrazionale in esame sono rappresentate dai valori  x delle ascisse per i quali il punto P sulla retta di ascissa x ha ordinata minore dell’ordinata del punto Q sulla circonferenza avente la stessa ascissa.

Vedi figura.

Per le valutazioni assegnate agli allievi vedere la relativa scheda
[image: image394.jpg]
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(�) Ricordiamo che la distanza tra i due punti � EMBED Equation.DSMT4  ��� è  � EMBED Equation.DSMT4  ���
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Matematica

		CLASSE   3       Sez.D						Compito di Matematica												Data di Svolgimento												18-Mar-05														Consegna 21-Marzo-2005

				Liceo Scientifico				Argomenti-Geometria analitica Circonferenza e retta. Fasci di circonferenze- Curve deducibili dalla circonferenza. Disequazione irrazionale

				G. Stampacchia				Geometria Analitica-Es_1												92		Es_2				47		Es_3		30		Es_4		20												Punti Cont.		Ordine Max 10%  di Tot.1		Totale Punti		Giudizio   (Riferimento Voto Mat. Elaborato)		VOTO su % Punti Rip.ti		VOTO  Matem.								Controllo dei voti assegnati

				Tricase				1.1				1.2		1.3		1.4				1.5		2.1		2.2		2.3						Diseq.irr.

								Eq.		Grafico		Area di  s		Class.Fasc.+luogo dei C.		Circ. Tang. Asse x		P. Cont.		Grafico totale		t1, t2		Eq. Di s e coordi. Di A'		S.+Per.= 10+ 10		Disc. Algebrica		Rapp. Curva		Ris. Algebr.		Int. Graf.												Tot.1												LEGENDA						Voto		Voto		Voto		Voto		Voto		Voto		ASSENTI

				COGNOME		NOME		20		10		15		12		10		5		20		15		12		20		15		15		8		12												189		18.9		208								Scarso				<4		[0;4,5]		]4,5;5,5]		]5,5;6,5]		]6,5;7,5]		]7,5;8,5[		[8,5;10]

		1						20		2		3		6								7		4				8		10		6		0												66		3		69		Mediocre		3.32		5.1		Insufficiente				4,0.. 4,59		0		1		0		0		0		0		0

		2						8		10		9		5								10						3		9		4		8												66		6		72		Mediocre		3.46		5.2		Mediocre				4,6.. 5,49		0		1		0		0		0		0		0

		3						18		10		3		5		7						10		4				10		10		4		12												93		6		99		Sufficiente		4.76		6.2		Quasi Sufficiente				5,5.. 5,79		0		0		1		0		0		0		0

		4						18		10				4		10						15		12		10		15		13		7		10												124		9		133		Buono		6.40		7.6		Sufficiente				5,8.. 6,29		0		0		0		0		1		0		0

		5						8		5				9								7						5		5		4		8												51		3		54		Insufficiente		2.60		4.5		Più che Sufficiente				6,3.. 6,70		1		0		0		0		0		0		0

		6						20		10				5		5						5						8		0		4														57		6		63		Mediocre		3.03		4.8		Discreto				6,71..7,49		0		1		0		0		0		0		0

		7						20		10				12		10		5		20		17		12		18		15		13		4		12												168		15		183		Ottimo		8.80		9.5		Buono				7,5.. 8,49		0		0		0		0		0		1		0

		8						20		10		5		10		10		4		8								15		4																86		8		94		Sufficiente		4.52		6.1		Ottimo				8,5..10		0		0		1		0		0		0		0

		9						10		5				5														15		8		4		10												57		3		60		Mediocre		2.89		4.7								0		1		0		0		0		0		0

		10						12		5		10		10														15		13		7		8												80		8		88		Sufficiente		4.23		5.8								0		0		1		0		0		0		0

		11						20		8				12		10		3				15																								68		5		73		Mediocre		3.51		5.2								0		1		0		0		0		0		0

		12						20																				15		7		5		12												59		6		65		Mediocre		3.13		4.9								0		1		0		0		0		0		0

		13						20		9				7								8						6		6		4		3												63		5		68		Mediocre		3.27		5.0								0		1		0		0		0		0		0

		14						20		10				12								20						8		8																78		6		84		Quasi Suffic.		4.04		5.7								0		0		1		0		0		0		0

		15						20		10				12		9		3				3																								57		6		63		Mediocre		3.03		4.8								0		1		0		0		0		0		0

		16						10		10				4								4						10		8		4		10												60		4		64		Mediocre		3.08		4.9								0		1		0		0		0		0		0

		17						12		10				10		0						15		3		6		8		12		4		10												90		9		99		Sufficiente		4.76		6.2								0		0		1		0		0		0		0

		18						20		10				6		0						20						12		10		8		9												95		8		103		Più che Suff.		4.95		6.4								0		0		1		0		0		0		0

		19						20		9				6		10						10		12		18		8				6		2												101		9		110		Più che Suff.		5.29		6.7								0		0		0		1		0		0		0

		20						8		3				6		8						15		3				15		10		8		10												86		8		94		Sufficiente		4.52		6.1								0		0		1		0		0		0		0

		21						20		10				12		10						15		4				14		9		8		12												114		11		125		Discreto		6.01		7.3								0		0		0		1		0		0		0

		22						20		10				8		8						15		12		9		9		9		4		10												114		11		125		Discreto		6.01		7.3								0		0		0		1		0		0		0

		23						20		10				6		9						5						15		8		8		12												93		8		101		Più che Suff.		4.86		6.3								0		0		1		0		0		0		0

		24						20		10				12		10		5				20		3				10		10		4		9												113		11		124		Discreto		5.96		7.2								0		0		0		1		0		0		0

		25						14														9		6		10		12		10		7		9												77		6		83		Quasi Suffic.		3.99		5.6								0		0		1		0		0		0		0

																																								Media						84.64				91.84				4.42		5.97								1		9		9		4		1		1		0		FREQUENZE

				Voto		Intervallo		Freq.ze		Percent.																														minimo						51.0				54				2.6		4.5																				Assenti

				Voto<=4,5		[0;4,5]		1		4.00%																														Massimo						168.0				183				8.8		9.5

				4,5<Voto<=5,5		]4,5;5,5]		9		36.00%																														Scarto q.m.						26.70				29.3157704999				1.41		1.14

				5,5<Voto<=6,5		]5,5;6,5]		9		36.00%

				6,5<Voto<=7,5		]6,5;7,5]		4		16.00%

				7,5<Voto<8,5		]7,5;8,5[		1		4.00%																																										Prof. Luigi LECCI

				8,5<=Voto<=10		[8,5;10]		1		4.00%

				TOTALI				25		100%

				Voto Medio				5.97

				Alunni Assenti				0

				Compito precedente				Voto Medio				6.21
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														Coeff. per la fomula  della radice quadata (Voto_5)

				VALUTAZIONE DEL COMPITO IN CLASSE DEL 1-Ottobre-2003										a=		0.5426356589

														b=		-9.0523255814

				Classe		_2D______		Disciplina MATEMATICA

												Voto Scelto     ------->				3		F.Aiuto

		Elaborazione per i voti SECONDO UNA SCALA QUALIASI																Descrizione n.__

		Num.		Alunni				208		Punteggio Massimo realizzabile

		d'Ord.		COGNOME		Nome		Punti		Voto_1		Voto_2		Voto_3		Voto_4		Voto_5

		1						69		5.123		5.095		5.081		5.221		5.328

		2						72		5.238		5.214		5.198		5.323		5.479

		3						99		6.275		6.284		6.244		6.244		6.683

		4						133		7.580		7.632		7.562		7.404		7.945

		5						54		4.547		4.500		4.500		4.709		4.500

		6						63		4.893		4.857		4.849		5.016		5.013

		7						183		9.500		9.614		9.500		9.110		9.500

		8						94		6.083		6.086		6.050		6.074		6.477

		9						60		4.778		4.738		4.733		4.914		4.848

		10						88		5.853		5.848		5.818		5.869		6.221

		11						73		5.277		5.253		5.236		5.357		5.528

		12						65		4.970		4.936		4.926		5.084		5.120

		13						68		5.085		5.055		5.043		5.187		5.277

		14						84		5.699		5.689		5.663		5.733		6.044

		15						63		4.893		4.857		4.849		5.016		5.013

		16						64		4.931		4.896		4.888		5.050		5.067

		17						99		6.275		6.284		6.244		6.244		6.683

		18						103		6.428		6.442		6.399		6.381		6.844

		19						110		6.697		6.720		6.671		6.619		7.116

		20						94		6.083		6.086		6.050		6.074		6.477

		21						125		7.273		7.314		7.252		7.131		7.667

		22						125		7.273		7.314		7.252		7.131		7.667

		23						101		6.352		6.363		6.322		6.312		6.764

		24						124		7.235		7.275		7.213		7.097		7.631

		25						83		5.661		5.650		5.624		5.698		5.999

		26

		27

		28

		29

		30

		31

		32

		33

		34

		35

		36

		37

		38

		39

		40

		Controllo della regolarità dei voti								Voto OK		Voto OK		Voto OK		Voto OK		Voto OK

				Voti corrisp.		Percentuali sui				0		0		0		0		0

				nella scala		punti disponibili				0		0		0		0		0

		Medie		4.418		44.18%		91.84		6.00		6.00		5.97		6.00		6.28

		Max		8.802		88.02%		183.00		9.50		9.61		9.50		9.11		9.50

		Min		2.597		25.97%		54.00		4.55		4.50		4.50		4.71		4.50

		Scarto q_m						29.32		1.13		1.16		1.14		1.00		1.18

		Voto medio da attribuire						6.00		= Vmedio				Scala dei Voti				Da fissare

		Voto massimo da attribuire						9.50		= Vmax				Vmin		0		Prima della

		Voto minimo da attribuire						4.50		= Vmin				Vmax		10		Trasformazione

		Controllo del Voto Medio per i Metodi 1° e 2°										Voto OK

												0

												0

		N.B. Non cancellare le righe n.74 e 75








_1172848740.unknown

_1172848703.unknown

_1172848716.unknown

_1172848456.unknown

_1172848250.unknown

_1172848432.unknown

_1172848241.unknown

_1172753849.unknown

_1172756565.unknown

_1172756915.unknown

_1172757014.unknown

_1172757199.unknown

_1172848218.unknown

_1172757043.unknown

_1172756935.unknown

_1172756597.unknown

_1172755281.unknown

_1172755313.unknown

_1172753859.unknown

_1172753824.unknown

_1172753837.unknown

_1172753835.unknown

_1172753811.unknown

_1172753007.unknown

_1172753216.unknown

_1172753350.unknown

_1172753375.unknown

_1172753768.unknown

_1172753365.unknown

_1172753225.unknown

_1172753029.unknown

_1172753206.unknown

_1172753020.unknown

_1172752429.unknown

_1172752483.unknown

_1172752832.unknown

_1172752448.unknown

_1172752326.unknown

_1172752418.unknown

_1172752312.unknown

_1172750551.unknown

_1172751651.unknown

_1172751995.unknown

_1172752025.unknown

_1172752041.unknown

_1172752179.unknown

_1172752008.unknown

_1172751752.unknown

_1172751763.unknown

_1172751733.unknown

_1172750964.unknown

_1172751107.unknown

_1172751197.unknown

_1172751066.unknown

_1172750741.unknown

_1172750772.unknown

_1172750718.unknown

_1172743424.unknown

_1172743972.unknown

_1172745763.unknown

_1172745788.unknown

_1172743984.unknown

_1172743650.unknown

_1172743727.unknown

_1172743438.unknown

_1172742863.unknown

_1172743272.unknown

_1172743320.unknown

_1172743254.unknown

_1172742737.unknown

_1172742847.unknown

_1172742565.unknown

_1172636370.unknown

_1172740198.unknown

_1172741506.unknown

_1172741556.unknown

_1172742349.unknown

_1172741521.unknown

_1172741199.unknown

_1172741286.unknown

_1172741076.unknown

_1172731363.unknown

_1172731893.unknown

_1172731904.unknown

_1172731882.unknown

_1172636568.unknown

_1172636642.unknown

_1172636540.unknown

_1172610924

_1172611719.unknown

_1172635029.unknown

_1172636157.unknown

_1172636233.unknown

_1172635320.unknown

_1172611842.unknown

_1172634835.unknown

_1172611730.unknown

_1172611465.unknown

_1172611674.unknown

_1172611218.unknown

_1172515091.unknown

_1172515113.unknown

_1172609458.unknown

_1172610089.unknown

_1172610234.unknown

_1172515238.unknown

_1172515102.unknown

_1172477614.unknown

_1172514901.unknown

_1172476341.unknown

_1172476481.unknown

_1172477220.unknown

_1172476410.unknown

_1172475506.unknown

