Moto di un proiettile

ed equazione cartesiana della traiettoria
Problema

Da una torre alta 25m, situata su una scogliera alta 30m rispetto alla superficie del mare, viene sparato
un proiettile con velocita di 40m/s con angolo di alzo di 45° rispetto al piano orizzontale. Risolvere i
quesiti che seguono.

a. Stabilire dopo quanti secondi dallo sparo il proiettile raggiunge la massima altezza.

b. Scrivere le leggi orarie della posizione istantanea del proiettile in un opportuno sistema di
riferimento cartesiano.

c. Determinare la quota massima raggiunta dal proiettile rispetto alla superficie del mare.

d. Calcolare il tempo di volo e la gittata del proiettile.
Scrivere I'equazione cartesiana della traiettoria descritta e fornire una rappresentazione
della stressa.

Soluzione

Adottiamo il sistema cartesiano di riferimento xOy avente I'asse x sulla superficie del mare ed
ordinate coincidente con la verticale del punto di lancio, orientato verso I'alto; I'origine O € il punto
di intersezione dei due assi.

a. Nel sistema di riferimento adottato, detto V, il modulo della velocita di lancio e nell’ipotesi che
sia t=0s l'istante iniziale, I'espressione della componente cartesiana verticale della velocita
istantanea del proiettile e

V, =V,send5°—gt, essendo g=9.81m/s” I'accelerazione di gravita.

Osserviamo che nell’istante in cui il proiettile raggiunge la massima quota la velocita dello
stesso ha nulla la componente verticale, quindi si determina il suddetto istante risolvendo
I’equazione

a2
V,send5° 4oms™-—~

V,sen45°—gt =0, da cui t= ~ 2,88s

9,81ms™

b. Nelriferimento spazio-temporale adottato le leggi orarie dell’ascissa e dell’ordinata del
proiettile sono

x =V, cos45°-t = 40m-gt - 20ﬁ(mj-t,
S S

y:—%gt2 +V,5en45°-t + h = —%gt2 +20\/§[m)-t+h,
s

dove h=(25+30)m=55m, g=9,81m/s’.
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Il valore della quota massima raggiunta dal proiettile si ottiene ponendo nella legge della quota

_ Vosend5® ) 885 siha
g
o\? o 2 2 Ao
g =g VosenaST Ly cenase. VoS4 Ly, Vosen'4s®
2 9 g 29
Da cui
2
40°m? s ("EJ
Yiax = ———+56m~ 95,77m.
2-9,81m-s

Per calcolare il tempo di volo basta risolvere I'equazione che si ottiene uguagliando a zero la
quota del proiettive.

y= —% gt? +V,send5°-t+h =0, da cui gt’ —2V,sen45°-t—2h =0
L’equazione ottenuta é di secondo grado e ammette due radici, delle quali una € negativa e

I'altra positiva; il valore del tempo di volo & quello della radice positiva (il valore della radice
negativa nel contesto del problema in esame non ha alcun significato fisico).

V,send5 + ,[(Vysend5?)’ +2gh
g

~ 7,30s

olo

Calcolo della gittata

Il valore della gittata si ottiene sostituendo il valore del tempo di volo nell’espressione
dell’ascissa istantanea del proiettile. Si ha:

m«/_

Xs =V, 00845° 1, = 40—~ 7,305 ~ 206,48m

Osserviamo che le leggi orarie della posizione del proiettile, ascissa e ordinata,

m
X =V, c0s45°-t X=20x/§[?)~t

— LoV senase.ton’ 1 m m con ==t
y= 29 0 y:_E.g,gl(_zjtz+20\/§(—j-t+55m
S S

volo /

Sono una rappresentazione parametrica della traiettoria descritta. Per ottenere I'equazione
cartesiana della curva é sufficiente eliminare la presenza del parametro t (tempo) e per questo
basta ricavare t dalla prima equazione e sostituirlo nella seconda. Si ha

t:

X
A
20\2ms™
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2
1 m X m X -
=—-.981 = || ———— | + 20«5(—)-[—j+55m, uindi
=73 (Szj(Zoﬁmslj s ) \ 202ms™ a

9,81 ,
-——x
1600

+X+55, con X espresso in metri e variabile nell'intervallo 0 < x<x; .

Rappresentazione della traiettoria
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