Verso 'Esame di Stato nel Liceo Scientifico
Problema

Studiare la derivabilita della funzioni(x) = x3/x* + x nel dominio di definizione.

Soluzione

La funzione e algebrica irrazionale intera. Poithadicale ha indice dispari la funzione & definit
su tutto I'asse reale. Determiniamo la funzionev@ga prima per osservarne la forma analitica e
trovare il dominio.

Scrivendo la funzione nella forma seguente

1
f (X) = X\3/ X2+ X = X(X2 + X)é
ed eseguendo la derivata applicando la regolarddbgto si ottiene
1 1
f'(X)=1[Qx2+x)5+xG1—(x2+x)51Eﬂ2x+])_> f'(X) =X+ X+ ——L x(2x+1) (1)
3 (x +x)

Dalla forma ottenuta sembrerebbe che la funzioresame non sia derivabile nei punti x=0 ed x=-1
perché in essi si annulla il denominatore dellaifnae che compare nell’espressione della funzione
derivata prima, mentre e derivabile in ogni altumip reale. Osserviamo che per x=0 si annulla
anche il numeratore della suddetta frazione.

Faremo vedere che la funzione nel punto x=0 é&aleite, mentre non lo & nel punto x=1.
Possiamo provare la derivabilita nel punto x=Cdue modi diversi.

Primo metodo

Applicando la definizione di derivata prima in umrngpo come limite del rapporto incrementale si

ha:

lim 109 - f(O) : —Ilm\/x +x =0,

x-0 Xx—0 xﬂo

ed avendo ottenuto un valore finito per il limitegnclude che la funzione e derivabile nel punto i
esame e risultd '(0) = 0.

Secondo metodo

Prima di calcolare la derivata prima si puo sceMarfunzione in esame nella seguente forma

1 1 1 4 1
f(x)= x(x2 +x)3 = X3 (x+1)s = x3(x+1)3

e calcolare la derivata prima applicando la regelaprodotto. Si ha:
4
1 1 4 3

1 1z 1 8
f'(x)=ﬂx3(x+1)3 +x3 E‘,13(x+1)31: ﬂxs/x2+x+x— (2)
3 3 3 3 (x+ 1)2
Dalla forma ottenuta si evince chiaramente cheraibne derivata prima esiste anche per x=0 e
risulta f'(0)=0, come gia visto per altra via.
Studio della derivabilita nel punto x=-1
Facendo riferimento alla forma (2) della funziomgidata prima, si osserva che nel punto x=-1 la
stessa non é definita e studiando il limite per-X risulta
ﬂ
. .4 8 1
lim f'(x) = lim =3/ x*+x X - 0+ =+
X- -1 x--13 3(X+1)2 0
Dunque la funzione in esame non e derivabile netpr=-1
Conclusione La funzione assegnata e derivabile in ogni pueate diverso da -1.
Osservazione
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Per studiare la derivabilita nel punto x=-1 si pu@he procedere con lo studio del limite del
rapporto incrementale. Il lavoro necessario € algeWRiportiamo le elaborazioni senza ulteriori
commenti.

4 1 4
- f(- xXYxP+ X3 (x+1)s 3
||mM: ||mu: ||m#: lim X 5 =i+=+oo CVD.
X =1 X—(—l) x--1  X+1 X—=1 X+1 ><ﬂ—1(x_|_1)5
Approfondimento
Riportiamo a margine il diagramma della y

funzione che abbiamo ottenuto con
I'applicazione Derive. Vogliamo precisare ch
Derive non riconosce per la funzione come
parte del dominio I'intervallo aperto ]-1;0[ . C .
si chiederacome si € operato per avere la
rappresentazione della funzione anche
nell'intervallo ]-1;0[? . Abbiamo fatto
rappresentare a Derive la funzione

g(x) =-x [|3><2 + x‘; , limitatamente (\

all'intervallo indicato, dopo aver definito il
seguente vettore di dimensione 2:

[, X-(- ABS(X"2 + x)(1/3))] _ . 11

Da ultimo, facciamo notare che nel punto x:
1 il diagramma della curva presenta come
tangente la retta x=-1. Si tratta di un punto d
flesso a tangente verticale.
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