Verso I'Esame di Stato nel Liceo Scientifico

Sul cilindro di volume massimo inscritto in un cono circolare retto

1) Dopo aver precisato cosa si intende per cono circolare retto equilatero, determinare il cilindro in
esso inscritto avente volume massimo. Precisare se il cilindro ottenuto € equilatero. Calcolare il
rapporto tra il volume del cilindro di volume massimo ed il volume del cono.

2) Determinare le dimensioni del cilindro equilatero inscritto nel cono equilatero di cui al precedente
punto. Dello stesso cilindro determinare il volume e I'area della superficie totale.

3) Generalizzazione del problema- Determinare le dimensioni del cilindro di massimo volume inscritto
in un cono circolare retto avente come misure del raggio di base e dell’altezza rispettivamente r, h
e calcolare il rapporto tra il volume del cilindro e quello del cono. Confrontare il risultato ottenuto
in questo caso con quello ottenuto nel quesito (1).

Soluzione

Facciamo riferimento alla Figura 1 nella quale € riportata una sezione di un piano contenente la retta
dell’altezza del cono con il cono stesso
(triangolo VAB) ed il cilindro inscritto
(rettangolo QPP’Q’).

1) Un cono circolare retto equilatero € un

cono avente per base un cerchio, la retta I
I
dell’altezza che passa per il centro del :

h h'

cerchio di base e 'apotema avente la
stessa misura del diametro del cerchio di
base. Sezionando un cono equilatero con
un piano contenente la retta dell’altezza si

Q

|
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ottiene come intersezione un triangolo ® O. ®

equilatero. Nella figura riportata si ha

AB = 2r e AB=VBxVA. Figura 1- Immagine della sezione di un piano passante per la
retta dell’altezza del cono con cono e cilindro inscritto.

Sia O il punto medio della base AB e P
I'intersezione con AB della generatrice del cilindro inscritto nel cono che deve avere volume

massimo. Poniamo OP = X ; evidentemente risulta 0<x<r.

Siano ancora OV =h, la misura dell’altezza del cono, PP'=h", la misura dell’altezza del cilindro
in oggetto.

Osserviamo che i triangoli BPP’, BOV sono rettangoli simili e quindi sussiste la proporzione
PP’:0V=PB:0OB, da cui

P—P,zo_V_-ﬁ: r\/g'(l’—X)
OB

=/3-(r—x),con 0<x<r.

Volume del cilindro V(X)=7Z'~@2-P_P'=7Z'~«/§X2(I’—X)

Luigi Lecci: www.matematicaescuola.it Pagina 1



Verso I'Esame di Stato nel Liceo Scientifico

Con x variabile nel dominio indicato si deve trovare il valore della variabile per il quale il volume
V(x) & massimo. La funzione V(x) & continua e derivabile nell’intervallo [0;r], quindi certamente
ammette minimo e massimo assoluti. La funzione derivata prima é:

\ '(X) = n-\/§(2xr —3X2) . Studiando la disequazione V '(X) > 0 si osserva che & soddisfatta per

2
0<x< 5 . La funzione V(x) e strettamente crescente

nell’intervallo 10;2r/3], strettamente decrescente
nell’intervallo]2r/3;r[ e la derivata prima si annulla nei due
punti x;=0, x,=2r/3. Il punto x,=2r/3 & di massimo assoluto
per la funzione volume, mentre per x=x; il cilindro degenera
nel segmento dell’altezza VO ed ha volume nullo.

Valore massimo del volume del cilindro

a
V. =V gr = =7z-—4\/§r3 ° :
3 27

Il cilindro avente volume massimo ¢ equilatero? Figura 2- Diagramma della funzione V(x),
volume del cilindro inscritto nel cono, con
Ricordiamo che un cilindro circolare retto & equilatero se la x misura del raggio di base del cilindro.

sua altezza ha la stessa misura del diametro di base. Nel
caso in esame |'altezza &

2

— 4
mentre il diametro di base del cilindro &: 20P = 2-§ r= § r.

Si conclude che il cilindro avente volume massimo non é equilatero.

Rapporto tra volume del cilindro e volume del cono

Volume del cono: V

(VAB) = %-zcﬁz VO = %-ﬂrz-rx/g=§-ﬂr3

Valore del rapporto
3 4

Vcilindro — ﬂ.,%lﬁ- ﬁ.”r =—
V 271 (3 9

cono

2) Cilindro equilatero inscritto nel cono

Come precisato nel precedente punto il cilindro equilatero deve avere il diametro di base e I'altezza
congruenti. Facendo riferimento alle elaborazioni riportate sopra, notiamo che il valore di x per cui
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il cilindro inscritto diventa equilatero si ottiene dall’uguaglianza PP'=20P e quindix & la
soluzione dell’equazione

\/§-(r—x):2x, da cui X = r(2\/§—3).
Volume del cilindro equilatero inscritto

\Y

4 =7OP -PP'= 7OP -20P = 270P° = 2m3(2\/§—3)3= .=67r" (263~ 45)

Calcolo dell’area della superficie totale del cilindro equilatero

Con x misura del raggio di base del cilindro equilatero, essendo I'altezza 2x, I’area della superficie
totale del cilindro e

A, =2A,. +A = 27X +27X-2X = 67X,

Ponendo X = I’(Z\/§—3) siha

Aw = 67”2(2%—3)2 = 187zr2(7—4\/§)

3) Consideriamo ora il caso generale di un cono circolare retto avente raggio r e altezza h. Si deve
determinare il volume del cilindro circolare retto inscritto nel cono e indicata con x la misura del
suo raggio di base, stabilire per quale valore di x il cilindro ha volume massimo.

Per risolvere il problema non & necessario rifare del tutto i calcoli; possiamo recuperare in larga
parte il lavoro gia svolto nella risoluzione del quesito (1).

Con OP = X, OV =h, PB=r— X, sussiste ancora la proporzione

W-@: h-(r-x)

PP’:PB=OV:OB, da cui PP'=
OB

, sempre con 0<x<r.

Il volume del cilindro inscritto

V(x):m@zP_P':m?xz(r—x)

Ricerca del massimo

La funzione derivata primaé V '(X) = 7z~—(2xr —3X2), per il cui segno risulta
r

2 2
\% '(X) >0 per 0<x< gr eV '(X) <0 per Er < X< r;laderivata prima si annulla nei due punti

x1=0, X,=2r/3. Il punto x,=2r/3 & di massimo assoluto per la funzione volume e risulta
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2 2
Vmax :V(Erj: ”D(grj (r_grjzélﬂhr
3 r\3 3 27

Valore del rapporto tra il volume del cilindro e quello del cono

Tendendo conto che

V,

cilindro

=172'I’2h,
3

il rapporto richiesto e

Veitingro _ 4zhr? :(lﬂrzhj:

ol

\Y 27

cono
Osservazione importante

E’ opportuno mettere in risalto che il rapporto tra il volume del cilindro inscritto nel cono circolare
retto avente volume massimo ed il volume del cono stesso vale in ogni caso 4/9,
indipendentemente dal tipo di cono considerato. Quindi, il fatto che anche nella risoluzione del
quesito (1) si sia ottenuto come valore del rapporto in esame 4/9 & una semplice conseguenza della
proprieta evidenziata con lo studio del caso generale.
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