M557 - ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO
Temadi: MATEMATICA

Il candidato risolva uno dei due problemi e cinque quesiti scelti nel questionario.

PROBLEMA 1

Nel primo quadrante del sistema di riferimento Gxtypgonale e monometrico, si consideri la

regioneR, finita, delimitata dagli assi coordinati e dallagiaola) d’equazione:y =6-x.

1. Si calcoli il volume del solido generato dalidazione completa dR attorno all’assg.

2. Si calcoli il volume del solido generato dalldazione completa dR attorno alla rettay = 6.

3. Si determini il valore dk per cui la retty = kdimezza I'area dR.

4. PerO<t< \/EsiaA(t) I'area del triangolo delimitato dagli assi e dalagente a nel suo

punto di ascissa Si determiniA(1).

5. Si determini il valore diper il qualeA(t) € minima.

Soluzione

1. La parabola\ assegnata ha I'asse di simmetria coincidente’assd delle ordinate, il vertice

nel punto V(0;6), concavita rivolta verso il basstaglia I'asse delle ascisse nei due punti
A(\/E;O), B(—\/E;O).
Facciamo riferimento alla figura Fig.1. Il W
solido di cui occorre calcolare il volume & ' ' ' |
descritto dalla regione piana R mentre quest
ruota di un giro completo attorno all'asse y;
per calcolare il volume e necessario esprime
I'equazione dell'arco VA della parabola
esplicitandox in unzione di. L’equazione
richiesta

X=,6-y,con0<y<6

Il volume V del solido é dato dal valore del
seguente integrale definito:

Jo 76=y) dy=n]; (6-y)ay=

2 6
n[Eesy—y—} = 77((36- 18)= 187
2 |, B . .
2. Inriferimento alla figura Fig.2 osserviamo  _3 / 2 1 O

che il solido descritto dalla regione R nella
rotazione di un giro completo attorno alla retta
u:y=6 si puo ottenere come differenza tra il citm@ircolare retto descritto nella stessa
rotazione dal rettangolo OAX ed il solido descritto dalla regione pianad#ferenza tra il
rettangolo OAAV e la regione R. Indichiamo con

Fig 1

V1 il volume del cilindro circolare retto suddetto;
Vo, il volume del solido descritto dalla regiong R
V3 il volume del solido richiesto.

Sia P il generico punto della parabalappartenente all'arco VA € R sua proiezione
ortogonale sulla retta. Per le coordinate dei due punti risulta

P(x6-x), P'(x6), con0< x<+/6.

Luigi Lecciwww.matematicaescuola.itl



Calcoliamo i valori dei volumi 'y, Vy, Vs.

V, = 7[0V’ [OA =3677/6

Per il valore \{ facciamo presente che
considerando il cilindretto elementare di raggio
PP ed altezzaxd il cui volume &

dV=nP P dx,

si ottiene dal calcolo dell’integrale definito

[Fav=n PP de

ﬂ[jf[fi— (6-x° )}2 dx= ﬂ[jf x*dx=

5 V6
X | = 3040,
5/, 5
Il valore V3 di conseguenza é
v3=v1—v2=36m;1/%—3€6 6=

s

3. Sidetermini il valore dk per cui la retta = k
dimezza l'area dR.

Soluzione

Facciamo riferimento alla figura Fig.3.

Indichiamo con H e P i due punti in cui la retidi s

equazione y=k taglia rispettivamente I'asse delle

ordinate e I'arco VA della parabola. Evidentemehte

parametro k deve verificare la doppia limitazione

0<k < 6 affinché la retta intersechi I'arco VA in

un punto interno. La regione piand Belimitata

dalla retta s, dall’arco VP e dall'asse delle

ordinate e equiestesa alla meta della regione R.

Per determinare il valore del parametr®

sufficiente trovare I'area della regione piana R,

guella della regione 'Rin funzione del parametro

k ed uguagliarla alla meta dell’area della regione

R.

Per il calcolo delle aree richieste si puo utilizza

il teorema di Archimede:

“L’area di un segmento parabolico e pari ai due

terzi dell'area del rettangolo circoscritto allo

stesso segmerito

oppure applicare gli integrali definiti

Osserviamo che la regione R € meta del segme

B

Fig 2
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parabolico determinato dall'asse delle ascisse e—
I'area di quest’ultimo, per il suddetto teorema, -3
vale

/—'2 1 0
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S%Dﬁmﬁ/ =§E2\/6E6= 8/6:

pertanto possiamo scrivere
AredF@z%DS: 4/6. (3.1)
Calcolo dell’area con I’operazioneﬁi integrale defo
6
Area( R :jf(a— %) d>:{6x—)§l = 6@—% =46
Per il calcolo dell’area della regioné B necessario conoscere la misura del segmento HP;

troviamo percio le coordinate dei suoi estremi.
Risulta H(Ok), mentre per le coordinate di P & necessarioveaselil sistema formato

dall’'equazione della retta s e dall’equazione dedieabola\.

=k
{y —6-x=k=X=+/6-Kk= P(\/G—k;k)

y=6-x
Dalla figura si evince che
« HP=|x-x|=v6-Kk;

« HV=|y - w|=16-K
Applicando ancora il teorema di Archimede ricavidfacea della regione 'R

Area( R) =%[€§D?DWPDW} = qu— K|\/6-k
Tenendo presente ch@<k < 6= 6-k>0 possiamo scrivere semplicemente
3
Area( R") :gtm— K\ 6- kz%[ﬂ6—k)2 (3.2)

Imponiamo ora la condizione per il valore dell’atedla regione Rtenendo conto delle
relazioni (3.1), (3.2).
La condizione

3 vlim Figd
Area( R')=%DArez@ Re %EﬂG—k)z :—; 6=
2 1
6-k=(3/6)'=k=6-(906): = 6-32

Conclusione- La retta s che divide la regione Rua parti W

equiestese é: /
s y=6-3Y2 |

4. Per0<t<+/6 siaA(t) I'area del triangolo delimitato dagli
assi e dalla tangente\anel suo
punto di ascissa Si determiniA(1).
Soluzione

Per i valori reali del parametro t che verificanalbppia 3 © P \\ 3 \jl
disuguaglianz® <t </6 indicata nel testo il
puntoP(t; 6—t2) e interno all’arco della parabola di estremi V edData la regolarita della

curva esiste la retta tangente nel punto P. Posto
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f(x)=6- X

I'equazione cartesiana della retta tangente in P e

t.oy— ()= f({O)(x-1)

e dunque, essendd '(t) = -2t , dopo semplici elaborazioni si ricava

toiy=—2tx+t°+6

La rettatp interseca gli assi cartesiani nei due letE

(4.1)
t°+6

;OJ, N(O;t2+6) che con

I'origine O determinano il triangolo OMN, la cuiesx €

S(oMN = &) = SOM DN =1 Crfirve) =t 2

(¢ +6)
4

Il valore dell’area del triangolo corrispondentiglosizione del punto P perl e

AQ) :4749.

5. Sidetermini il valore di per il qualeA(t) &€ minima.

Soluzione

Si deve determinare il minimo della funziofAg), evidentemente carche verifica la
limitazioni imposte nel precedente puntbxt < J6 .Vogliamo far presente che la funzione

AN =7

nell'intervallo considerato € continua, ma l'intelte non e chiuso e quindi la funzione potrebbe

non ammettere minimo.

Per stabilire se esiste il minimo € necessarioiatada monotonia, dunque occorre il segno

della derivata prima. Si ha
A - 3(t? +6)ft*- 2)
- 4>
ed ancora, nell'intervallo considerato
risulta

A(t)20-t*-220«
(ts—\/i)D(tzx/E)

Limitatamente all'intervallo di
variabilita pert possiamo affermare che la
funzioneA(t) e strettamente decrescente

nell’intervallo ]O;\/E[ , Strettamente

crescente neII’interval@x/E;x/E[ e

conseguentemente il punto= /2 & di
minimo relativo proprio e nell'intervallo
considerato anche di minimo assoluto. Il
valore del minimo é
A(\/E) = ﬁ = 8\/_2

42

110

Fig 5

Triatizolo di area
it a

4 /_’z
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Commento

L’estensore del testo, nel fissare le limitazioan [a variabile ponendo le condiziord <t <6,
probabilmente ha voluto evitare allo studente-odaudi all'esame di Stato che il triangolo formato
dalla tangente nel punto P e dagli assi coorddegenerasse e quindi che si potesse trovare in
difficolta nello studio del problema posto. In t@ahvrebbe potuto fissare le limitazioni richiedend
che risultasse0 <t </6 perché con P variabile sull'arco VA della parabbolatriangolo degenera
solo quando P coincide con il vertice V, cioé <) .
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