Analisi per I'universita

Integrale generalizzato
Studiare l'integrale

1-log x

N
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Soluzione

Osserviamo che la funzione integranda non ¢ definita nell’estremo inferiore di integrazione ed in

1—log x
particolare risulta lim 9% _ oo

x—0" \/;

Occupiamoci del calcolo dell’integrale indefinito che si affronta con il metodo di integrazione per parti.

fl_\l/?xdx ~ [x* (L-logx)dx - ID{Zx;j(l—log X)dx = 2x? (1—log x)_j[gxij.[_%)dxz

2\/§(1—Iogx)+2.[(x_;]dx: 24x(1-log x) +2- X
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+c= 2x(1-log x)+4x +¢ = 6x —2x log x + ¢

Integrale generalizzato

Si deve studiare il seguente limite

ILT \I/@de— Ilm[Gf Zflogx] Ilm[( 0)- (GJ_ Zflogg)J —glLrpGJZ+SILr92\/EIogg:

6-0+0=6

L'integrale in esame converge.

Osservazione

Nel calcolo dell’integrale generalizzato si € tenuto presente il limite notevole

limx"logx=0, valido vr>0.

x—0"
Discussione particolare sulla convergenza

L'integrale puo essere decomposto nella somma dei due seguenti integrali generalizzati

log x . . I , . . R
I J. 9x dx, dei quali & noto che il primo converge perché per x—0" |a funzione integranda & un

infinito di ordlne 0,5<1. Infatti, eseguendo il calcolo risulta

lim —dx— I|m X 2dx—llm [Z«F] —(!Ln;Z(l—«/g):Z
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Per quanto concerne il secondo integrale fissiamo un numero reale positivo 0<r<0,5 . Dalla sussistenza del
limite notevole lim x"-(—logx) =0, in corrispondenza di un qualsiasi valore >0 sappiamo che esiste un
x—0"

intorno destro dix=0, 1} (0)=]0;5,[, con 0< &, <1,

x"-(—log x)| <eg,la

quale, essendo in ]0;1[ sia —logx >0, sia x" >0, & equivalente alla doppia disuguaglianza 0 < x’ -(—Iog x) <&

e percio nell'intervallo 17 (0)=1]0;5,[ sussiste la doppia disuguaglianza 0 <—logx < ir
X

g X ) .
dx possiamo scrivere

lo
Jx
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Per l'integrale I
0

dx (%)
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—log x
Jx

dell’integrale in oggetto & un numero positivo finito). Per il primo integrale che figura al secondo membro

Ebbene, la funzione nell’intervallo chiuso [56;1]‘e continua, quindi & integrabile (il valore

della (*) osserviamo che per ogni x e]0;5,] risulta —logx i £ _-_% con 0,5+r<1. Poiché I'integrale

\/_ \F Xr X0,5+r ’

generalizzato

S,
f ¢ log x
j o5 dx converge ad un numero positivo, valendo la disuguaglianza 0 < f 9

2 X NS

1

é‘l.‘
dx < _[ o= dx si conclude

. % —log x N . —log x
che converge anche l'integrale I 9% dx . In definitiva, converge l'integrale I 9% dx ed avendo provato
0 X 0
. 1 : .. t1-lo X4
che converge anche l'integrale I—dx si conclude che converge l'integrale I 9
N 2 X
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