Studio di funzione e calcolo di aree
1. Considerata la funzioné(x) :)(2;+11’ determinare il dominio, studiare il segno,
X

determinare gli eventuali asintoti, precisarnedeabilita, la monotonia, gli eventuali
punti di massimo o di minimo relativo o assolutijcsare la concavita e la convessita,
trovare i flessi e rappresentarla nel piano catesi

2. Riscontrato che il grafico G della funzione amméttepunti di flesso, dimostrare che
guesti sono allineati.

3. Detto R il punto di flesso avente ascissa positiva, sceiVequazione della retta
tangente al grafico in;Fe dimostrare che detta retta non ha con il gra@iadtri punti in
comune.

4. Calcolare I'area della regione finita di piano detata dall’asse delle ascisse, dal
diagramma della curva e dalla retta

Soluzione

1. Studio dellafunzione

a. Dominio- La funzione é definita su tutto I'asseleeed € continua in ogni punto del
dominio.

b. Segno e zeri.
f(x)>0, Ox>-1; f(x)=0, solo perx=-1; f(x)<0, Ox<-1.

c. Limiti ed eventuali asintoti.
lim Xt 1—O‘, lim x+1
x~— X% +1 Xt x2 4+
'asse delle ascisse e asintoto orizzontale pagramma della funzione sia per
X —-00, che per x> +o0 e non esistono pertanto asintoti obliqui.

d. Derivabilita, monotonia, massimi € minimi.

=0" -

1-2x— X’ o :
f'(X)=—————~ Lafunzione e derivabile su tutto I'asse reale) derivata
(x*+1)
continua; addirittura esiste la derivata di quaistadine continu@.
1-2x—x

>0 « X*+2x-1<0;
(x+1)°

la disuguaglianza é soddisfatta neII’interva]}el—\/E;—H \/_2[
La funzione é strettamente decrescente in ciasdagh intervalli }—oo; —1—\/5[,

]—1+\/§;+oo[ ;@ strettamente crescente neII’interva]}ol—\/E'—H \/_2[

Il punto x, =-1-+/2 & di minimo assoluto e risulta( -1- \/5) - \/E
Il punto x, = ~1++/2 & di massimo assoluto e risulta(—1+ x/E) = \/E;l.

e. Concavita, convessita e flessi.
(-2-2) (3 +1)" - (1~ 2-x2) O x?+ JOx _ 2(x-1)(5 + 4x+ )
(e +1)° (e +1)°

f(x) =

@ Quindi la funzione & di class&’C
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Gli zeri della derivata seconda sond=-2-+/3, x"=-2++/3,x™=1. Inoltre
risulta

f "(x) >0, per i valori reali della variabile tali che2—~/3< x < —2++/3 oppure
x>1;

negli altri punti del dominio risulta "(x) < 0.

Conclusione
La funzione e convessa, cioe volge la concavitaosBalto, dove f "(x) >0, é

concava, cioé volge la concavita verso il basseedo"(x) <0 ed ammette tre punti

di flesso le cui ascisse somo=-2-+/3, x"=-2++/3,x"=1. Le ordinate dei punti
di flesso sono

f(-2- Jé)_l_\/é f (-2+43) = 1+J§ (=1
PoniamoF, (1,1), Fz(—2+\/§;1+;/§’] [2 \/51 \/5]

Il diagramma della funzione é rappresentato diisegu

2. Nello studio della funzione abbiamo gia riscontrelte il diagramma ammette i tre punti di
flesso k, F,, F3, dei quali sono state anche determinate le coatelifPer dimostrare che
sono allineati si deve verificare che sussistetpuente uguaglianza

sz - yF3 — yFl - y|:2
Xe, = Xe,  Xg TXg

Ebbene, si ha

1+\/§_1—\/_3
sz_yF3: 4 4 = 2\/5 :_1
X, =X, -2+3-(-2-V3 42/3 4

PRAAE
Ye, = VYe, _ 4 _ 3_\/:_3 _1

= = == C.V.D.

X, =%, 1-(-2+3) 4(3-V3) 4

3. Ricordiamo che I'equazione della retta tangentiadramma di una funzione nel punto
(%o; T (%)), nellipotesi che la funzione sia derivabilexy, &

t:y—f(x)=1f'(X)dXx—X,); nel nostro caso l'ipotesi & soddisfatta, per'eguazione
della retta tangente nel punto di fless@F
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1 X 3
try-1=—(x-1) ot y=—+—.
Y 2( ) Y 2 2
Per rispondere alla seconda parte del quesito xdsolvere il sistema formato con le
equazioni della retta tangente e della funzionemsikrare che tale sistema ammette come

soluzione solo la coppia ordinata (1;1).

X 3
y=-5%5 X+1 X 3
2 2 ——=-Z __,(x—1)3:0—»x=1,
_ x+1 x+1 2
x?+1

la radice dell’equazione ha molteplicita tre, ci@econtata tre volte. Concludiamo che il
sistema di equazioni ammette come soluzione satogpia (x=1;y=1) contata tre volte.
C.V.D.

4. Per il calcolo della regione finita di piano indi@asiano A(1;0) il punto di intersezione del
diagramma della funzione con I'asse delle asci®d punto di intersezione della retta
tangente al grafico in;Feon lo stesso asse. La regione finita di pianesaime e costituita
dall’'unione del sottografico della funzione relatiall'intervallo [-1;1] con il triangolo
rettangolo avente per base [1;3] e per ipotenusaginento [EB]. Il valore dell’area della
regione piana € percio dato da

S=§+S,, essendoazjl' f(x)dx, S, :%(XB—XFl)yFl.

%:Jl»x+1 _.[

2
IX+1

%[Iog 2-log+|arctg( ) -arctg(]=

o[ ]5 -

S, =%(xB —xFl)yFl =%ms—1)u= 1

Conclusione F2!

< +1 J dx— 2[Iog(x +1)} +[arctg(x )]l

:E+l A 7157 b= 5

F3

Per gli utenti di GeoGebra

1+/3

a) Per rappresentare il punt@[ —2+4/3 —] digitare nella barra della formula la

coppia delle coordinate tramite I'espressi¢i@a-sqrt(3),(1+sqrt(3))/4).

b) Per il calcolo dell'integrale definito della funzie relativo all'intervallo [-1;1]
digitare nella barra della formulategrale[f(x),-1,1].
Per il calcolo dell’area del triangolo rettangoldedse [1;3] si puo utilizzare ancora
GeoGebra (anche se non e il caso, data la serapliigitando I'espressione
Integrale[-0.5x+1.5,1,3]
nella quale é stata utilizzata I'espressione dalaione y=-0.5x+1.5, che esprime
'equazione della retta tangente nel punto di tidss
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