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Funzione logaritmica e integrale generalizzato

Dopo aver studiato e tracciato il diagramma delt&fone
f (x) = xlogx,
calcolare I'area della regione finita di piano detata dal diagramma della curva e dall'asse
delle ascisse.
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1) Dominio di definizione
La funzione é definita per i valori positivi redilla variabile reale perché la funzione
logaritmo richiede che il suo argomento sia stre¢tate positivo. Dunque il dominio e
A= ]O; +00[ )

2) Simmetrie. Osserviamo che il dominio di definizione dellaZione non € simmetrico
rispetto all’origine x=0 e dunque il diagramma ddlinzione non pud presentare simmetria
né rispetto all’origine degli assi, né rispettdaate delle ordinate.

3) Segno e zeri
Occorre studiare la disequaziori¢x) =0 nel dominio di definizione:
xlogx=0
La base del logaritmo é il numero e=2,718...di NepEansiderato che il primo fattore &
positivo, deduciamo che il prodotto sara positigessolo se lo € il secondo fattore.

Dalle proprieta della funzione logaritmica, sappiache la disuguaglianZagx >0 e

soddisfatta nell'intervallo ]1;ee[, mentre nell'intervallo ]0;1] risultdog x < O; infine per
x=1 la funzione logaritmo si annulla e dunque x=dnehe zero della funzione in esame.
Concludiamo che la funzione & negativa nel'intdo/i;1[, & positiva nell’intervallo ]1;es[
e si annulla per x=1.

4) Limiti ed asintoti
La frontiera del dominio Er (A) ={0;+c} e vanno studiati i limiti in ciascuno dei punti di
tale insieme.
Il limite per x— 0" & notevole e vale zerdirg xlog x =0. Tuttavia, a beneficio del lettore,

eseguiamo il calcolo applicando la regola di Dedial dopo aver ricondotto il limite alla

formaco/co.
1
. . logx*H-.. Xk
lim xlog x = lim 9_11 =lim —% = lim — = lim (-x) =0 C.V.D.
x-0" x-0" X x-0" =X x-0" =X  x-0"

Per il secondo limite il risultato @ immediato ressendo una forma indeterminata:
lim xlog x = (+e0) [f+c0) = +o0

X — +00
Il risultato ottenuto implica che I'estremo supegei@ella funzione eo¢ e che non esiste
asintoto orizzontale. Potrebbe esistere un asimtoliquo, ma proveremo che non esiste
neanche un tale asintoto.
Occorre studiare il limite

. (X . xlogx _ .
lim £= lim x0gx _ lim log X = +c0

X — +0o X X — 00 X X — 00

Il valore ottenuto per il limite implica chediagramma della funzione non ammette
asintoto obliquo.
Conclusione: Il diagramma della funzione non amenaktun asintoto.

5) Monotonia, massimi e minimi relativi

f'(x) =10ogx + XG13: logx+1
X
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6)

7)

Dallo studio della disequaziong'(x) >0 si riconosce che e soddisfatta nell'intervallo
}e‘1;+oo[, mentre neII’intervaIIo]O;e‘l[ risulta f '(x) <0. Infine f'(e™)=0.
Concludiamo chéa funzione e strettamente decrescente in ogni pumtlell'intervallo
]0;e7[ , & strettamente crescente in ogni punto dellinterallo |e™; +eo| , mentre il

punto x =e™& di minimo relativo proprio, nonché di minimo asstuto.
Concavita, convessita e flessi

F(x) = %

Nel dominio di definizione della funzione la deti@aseconda é positiva e quindi il
diagramma volge la concavita verso l'alto; nonon@ punti di flesso. La funzione é
convessa in tutto il dominio.

Approfondimento sulle caratteristiche del diagrammaper x- 0.

Considerato che nel punto x=0 la funzione non @itafe che per x 0" la funzione
ammette limite finito, & opportuno stabilire comaeclrva del graffio si approssima al punto
(0;0). Un’informazione importante si ottiene studia il limite della derivata perx0*
perché si riuscira a dedurre la direzione segu@taydafico in prossimita del punto suddetto.
Si ha

lim f'(X) = lim (log x +1) = —co

X-0 X-0

Il valore ottenuto indica che il diagramma dellaZione arriva verso il punto (0;0)
tangenzialmente all’asse delle ordinate.

Osservazione
Il punto x=0 e di discontinuita eliminabile perflanzione e a partire dalla funziohsi puo
definire un’altra funziong(x) continua che differisce dasolo in corrispondenza a quel
punto ponendo

400
00 :{f(x) per - xC10; 0

0 per x=0

Concludiamo questa digressione precisando chenladoed(x) e continua in tutto il suo
dominio ma derivabile sono nell'intervallo ]@f, quindi ha lo stesso dominio di
derivabilita della funzioné
Il diagramma della funzione é riportato a lato.
Si noti che nel grafico e evidenziata anche laoegipiana
delimitata dall'asse delle ascisse e dal diagrametia
funzione di cui ci si occupera nel successivo pafacg
proposito del calcolo dell'integrale.

Calcolo dell'integrale
L'integrale richiesto & generalizzato perché lazfanef
non e definita per x=0. Si deve studiare il segaiéintite K L 2 3

1
lim jxlog xdx
£-0" .

per il quale & necessario innanzitutto calcolantdgrale indefinito relativo; detto integrale
si calcola applicando fhetodo di integrazione per parti Si ha:

N X G x? X X, X X
J'xlogxdx—J'D(Ejlogxdx—E[Ing—J-EG)lzdx—Eﬂng—jzdx—gung—z+c

Studiamo ora il limite dell'integrale definito

Luigi Lecci: www.matematicaescuola.it 2



Pubblicato il 25-giugno-2009

1 2 2t 2 2
Iimjxlogxdx=|im X—[lng—x— = lim O—1 - g—ﬂbgg—g_ -1
£-0" £-0| 2 4| -0 4 2 4 4
Avendo ottenuto per il limite un valore finito cdadiamo che l'integrale generalizzato

studiato converge ed il suo valore rappresentadaella regione piana delimitata dal
diagramma della funzione e dall'asse delle asdiss&atamente all'intervallo ]0;1].

Nota per gli utenti di Geogebra
b
Con Geogebra si puo calcolare il valore dell’in&tgrdefinitoj f (x)dx inserendo nella
barra della formula la seguente espressione
integrale[f(x),a,b]

dove f(x) e il simbolo che é stato associato alla&fone di riferimento; diversamente, in
luogo di f(x) si pud scrivere per esteso la suaessone algebrica.
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