Applicazioni del Principio di Induzione

Verificare che sussistono le uguaglianze seguenti.
n
1)—z:2i’l =2"-1,conneN
i=1
Somma delle prime n potenze di 2.
2)- Zn:(Zi —1)=n?,conneN
Somma dei primi n numeri naturali dispari.
3)- ZZI n(n+1),con neN
Somma dei primi n numeri naturali pari positivi.
4)- ZI ==n(n+1)(2n+1)con ne N,
Somma dei quadrati dei primi n numeri naturali positivi

5) 25"1

Somma delle prime n potenze di 5.

n

,con neN

6) Z (2i)" =Zn(n+1)(2n+1), con k € N,

Somma dei quadrati dei primi n numeri pari positivi.

Dimostrazioni
n -
1) > 2*=2"-1,conneN (1)
Prima parte: verifichiamo che I’uguaglianza sussiste per n=1.

1 .
Dal primo membro si ha » 2'* =2"" = 2° =1,

i=1
Dal secondo membro siha 2"—-1=2'-1=2-1=1
Dunque ’'uguaglianza ¢ verificata per n=1.

Seconda parte
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Supponiamo che 1’uguaglianza (1) sussista per h=k e facciamo vedere che sussiste anche per n=k+1.

Sia dunque vera I’'uguaglianza
k .

Y 2t=2"-1 (a)
i=1

Occorre provare che sussiste I’'uguaglianza
k+l

Zzl—l — 2k+l -1 (b)
i=1

Dim. Esplicitiamo il primo membro della (b).

kK+1

Yot (Zk: 2‘1j+ A (Zk: 2”j +2" (b.1)

La somma tra parentesi tonde rappresenta il primo membro della (a) che pud essere sostituito con il secondo
membro della stessa uguaglianza. Si ha

(Zklzi-l}r 2 =(2-1)+2" = 2.2 -1=2""-1
i=1

Poiché il valore ottenuto coincide con il secondo membro della (b) si conclude che anche la (b) é vera.
C.v.D.

**k*k k%%

2) Somma dei primi n numeri dispari
n
> (2i-1)=n? )
i-1
Prima parte: verifichiamo che 1’uguaglianza sussiste per n=1.
1

Dal primo membro si ha > (2i—1)=2-1-1=1.

i=1
Dal secondo membro siha 1> =12-1=1
Dunque I’'uguaglianza ¢ verificata per n=1.
Seconda parte
Supponiamo che 1’uguaglianza (2) sussista per h=k e facciamo vedere che sussiste anche per n=k+1.

Sia dunque vera I’uguaglianza

k

> (2i-1)=k%keN @

i=1
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Occorre provare che sussiste 1’uguaglianza
k+1 5
> (2i-1)=(k+1)" ,keN (b)
i=1

Sviluppiamo il primo membro della (b)

k+1 K k

> (2i-1)= (Z(Zi —1)j+(2(k +1)-1) = (Z(Zi —1)]+(2k +1)

i=1 i=1 i=1

a questo punto utilizziamo 1’uguaglianza (a), che sappiamo essere vera per n=k;

i=1

(Zk:(Zi —1)j+(2k +1)= k*+(2k+1)= (k +1)2

Abbiamo ottenuto come risultato il secondo membro della (b). Concludiamo che sussiste anche la (b).
C.v.D.

*kk kkk

3) Somma dei primi n numeri pari positivi
n
Y (2i)=n(n+1),con neN (3)
i=1
Prima parte: verifichiamo che I’uguaglianza sussiste per n=1.
1

Dal primo membro si ha » (2i)=2-1=2.

i=1
Dal secondo membro  si ha 1(1+1)=2

Dunque I’'uguaglianza ¢ verificata per n=1.
Seconda parte
Supponiamo che 1’uguaglianza (3) sussista per n=k e facciamo vedere che sussiste anche per n=k+1.

Sia dunque vera ’'uguaglianza

> (21) =k (k+1).k e N @)

Occorre provare che sussiste ’'uguaglianza
k+1
Y (2i)=(k+1)(k+2),keN (b)

i=1

Sviluppiamo il primo membro della (b) tenendo conto della validita della (a).
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3 (20)= (Zk:(Zi)j+2(k+1): k(k+1)+2(k-+1) = (k+1)(k +2)

i=1 i=1

Abbiamo ottenuto il secondo membro della (b). Concludiamo che anche la (b) é verificata. C.V.D.

*kk k%

4) Somma dei quadrati dei primi n numeri naturali positivi

ZI =-n(n+1)(2n+1),con neN, (4)
Prima parte: verifichiamo che I’uguaglianza sussiste per n=1.

1
Dal primo membro si ha > i? =1? =1.

i=1
. 1 1
Dal secondo membro si ha E-l-(1+1)(2-1+1) :6-2-3:1

Dunque I’'uguaglianza ¢ verificata per n=1.

Seconda parte

Supponiamo che 1’uguaglianza (3) sussista per n=k e facciamo vedere che sussiste anche per n=k+1.
Sia dunque vera ’'uguaglianza

Sit-

i=1

k(k+1)(2k+1),con ke N, (a)

CDII—‘

Occorre provare che sussiste 1’uguaglianza

k+1

Ziz:%(k+l)(k+1+1)(2(k+1)+1),con keN, (b)

i=1

Sviluppiamo il primo membro della (b) tenendo conto della validita della (a).

k+1

Dit= (ZI j k+1 =5 k(k +1)(2k +1)+(k +1)2 = %(k +l)[k(2k +1)+6(k +1)} =
i=1

%(k+l)(2k2 +7k+6).

A questo punto proviamo che il trinomio di secondo grado residuo si puo scomporre nel prodotto di due
fattori di primo grado. Infatti,

2k? +7k+6= 2k*+4k +3k +6= 2k(k+2)+3(k+2)= (k+2)(2k+3)

per cui si ottiene
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k+1

Z| = k+1 )(k+2)(2k+3).

1l risultato ottenuto coincide con il secondo membro della (b), dunque 1’uguaglianza ¢ vera. C.V.D.

*kk kkk

n

5) ZSI—l

,conneN Seguire il procedimento applicato nell’esercizio 1)

*kk kK%

6) Z (2i)" =Zn(n+1)(2n+1), con k € N,

Per la dimostrazione della proprieta utilizziamo la proprieta della somma dei quadrati dei primi n numeri
naturali positivi, espressa dalla (4). Infatti possiamo scrivere

(2 = >(4)= (ZIJ per la (4)

i=1 i=1

4%n(n +1)(2n+1)= %n(n +1)(2n+1) C.v.D.
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