Sviluppi di Taylor di alcune funzioni

in un intorno del punto x=0

Premessa
Ricordiamo che per una funzione y=f(x), che nel punto X, interno al dominio di definizione ammette

derivate fino a quella di ordine n, sussiste la seguente uguaglianza
f(n) X N
( O)(x—xo) +o(X%) (1)

(%) : f9(%) 3
o (x=%) + 3l (X=%) + .t "

f(X)=f(%)+f'(%)(x=%)+
nella quale il termine w(x; %, ) per x—>Xo € un infinitesimo di ordine superiore all'infinitesimo (x-x,)", quindi

risulta

o)
| ) o @)
(%)
Il polinomio di grado n
" (3) (n
B (x) = £ (3 )+ () (X=X )+~ ;;(O)(x—xo)2+f 3(!X°)(x—x0)3+...+f n(!xo)(x—xo)" 3)

e detto polinomio di Taylor di ordine n associato alla funzione y=f(x) nel punto X, . Nel caso in cui sia x,=0
il polinomio viene detto polinomio di Mc-Laurin di ordine n e la sua espressione diventa

_ . ') . t9(0) 5 f7(0) ,
P (x)=f(0)+f'(0)x+ TR TIRE R S Sra (3.1)
Con x,=0 l'uguaglianza (1) diventa
" (&) (n)
F(x)= £ (0)+ F(0)x+- 2(!0) il 3!(0) X bt n!(O) X"+ o(x) (1.1)
ed ovviamente sussistera il limite
IimM:O (2.1)
x=0 ¥
Utilizzando i simboli di Landau per gli infinitesimi la (1) e la (1.1) si scrivono nelle forme seguenti
f(x £f® fM(x " N
f(X)=f(%)+F'(%)(x=%)+ é!o)(x—x0)2+ 3(!X°)(x—xo)3+...+ n(! 0)(x—x0) +0(X—X,) (1.2)
. f'(0) . £9(0) FO0) o,y
f(x)=f(0)+f'(0)x+ > X% + T X+t =X +0o(x") (1.3)

Il termine o(x—x,)" si legge "o piccolo di (x-Xo)" “ed il termine o(x”) si legge "o piccolo di x" ", il cui

significato &
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o 0o(x—%)" per x—Xo & un infinitesimo di ordine superiore all'infinitesimo (x-x,)" ;

. o(x”) per x—0 & un infinitesimo di ordine superiore all'infinitesimo x".

Seguono gli sviluppi di Taylor di punto iniziale x=0 per alcune funzioni notevoli.

2 3 4 2 3 4

1) €” 1+X+X +—= + +0 x* e =1-x +X——X—+X +0 x*
- 21 31 - N 21 31
3 5 X4
2) senXx=X——+—+0 X° — sen’x=x*—=—+0 x*
31 5l
2 4 4
3) cosx= 1- X 40X Lo - cos? X =1— X + > +0 x*
21 4 3
2
4) tgx:x+£x3+Ex5+o x° - tg’x=x*+=x"+o x*
3! 51 3
X4 6 8
X2 2 A A A 8
5) € =1x 4 o0 X

6
X
6) sen x? :x2—€+o x°

7) cosx? _1—E 4+@X8+0 x? zl—lx4+ix8+o X8
41 8! 2 24
X 3 2 2 x* 4
8) arcsenx_x+6+m+ox - arcsen®x = x +§+ox

XS 5
9) arctgx=Xx——+-—+0 X
g 3 5

1 1 1 5
10) V1+x=14+=x—=x*+—x*——x*+o0 x*
) 2 8 16 128

x* 3
11) 1+ x> =1+——"x*+40 x*
) 2 4]

12) L:1—x+x2—x3+x“+...+ —1"Xx"+0 X"
1+ X

13) lizl+x+x2+x3+x4+...+x"+o X"
—X

x x x —1 "y
14) log 1+ X =X——+———+...4———+40 X"
2 3 4 n
15) log 1—x = —x X _X X4+ +[ 1]x”+o X"
J 2 3 4 7 n
4 6
16) log 1+ x? :xz—%+§+o x°

2
17) log 1+ senx :x—x?+o x?
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