Integrali impropri (generalizzati)
Int_01, Int_ 02 Int_03 Int_04 Int_05 Int_06 Int_07, Int_08 Int_09, Int_10

Studiare i seguenti integrali
Es 1)J' dx = Ilmj dx—I|m X 2 dx—I|m [2\/_] m2(1 JZ):z
o il ot [ oo m (28]
Conclusmne I mtegrale converge
Es 2)J- —dx— lim —dx— lim xzdx— Ilm[ ﬂk = lim (—1+1j:1
K - 400 J1 X K - 400 J1 K — 400 1 K - 400 k

Conclusmne' I mtegrale converge

= -
Es_. )j dx k"IEL 0 dx— ILrpw[arctgx] = lim (arctgk 0)= 5
Conclusmne. I mtegrale converge
Es_
)j X2+ X
Osserviamo che la funzione integranda si decomponme segue
1 1 1

XX+xX X x+1
e quindi si ha

J‘m(l__ljdx: lim k(l——ljdx— lim {Iog
2 \x x+1 kot 2\ X X+1 koteo

log1+ Iog§ = Iog§
2 2

. k 2
= lim |log|——|-log—=
X+1], kot k+1 3

Conclusione: l'integrale converge
Es_5) j:(x—l) log xdx

Osserviamo che la funzione integranda non é defiretl’estremo x=0 dell'intervallo di
integrazione, mentre lo € in ogni altro punto dstiesso. Lo studio dell'integrale si
riconduce allo studio del seguente limite
lim (x 1)log xdx (1)

£-0"

Occuplam00| del calcolo dell'integrale
indefinito connesso. Il calcolo si esegue ca
il metodo di integrazione per parti
assumendo come fattore differenziale il
polinomio (x-1). Lo riportiamo di seguito pel
esteso.

[(x=1) logxdx = ID(X—;—leogxdx:

=TT u
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x? x? y
(? - xj logx— [Z - xj +c, essend@ una costante additiva.

Impostazione e calcolo del limite (1)

e . NG NG ° e’ e’

lim x=1)logxdx=lim|| —=-x|logx—| — =X || =|| ——e|loge-| —-e| |-

oy -t oy oo =) | S-efose( 5]
£? £? e £?

im||—-¢lloge-| —-¢||=—-Ilim| —-¢|loge+0

£-0" 2 4 4 s.0| 2

Il limite residuo si presenta della forma indeterata 0 , ma esiste ed il suo valore e zero.
Infatti possiamo scriverlo in modo diverso

lim (f —1jslog£ = lim (f —1) Oim €log € = -10im €log e
e-0"\ 2 e-0"\ 2 £-0 .0

ed osservare che il limite residuo & noteWd&s il suo valore & zero.

Osservazione

Chi volesse calcolare il limite ricorrendo allaoégdi de I'Hopital pud ricondurlo alla
formaco/co scrivendo

loge H- . 1 1 .
=-Ilim gl »=lim| = |0—=1lime&=0
£-0" & -0\ g ) —& £-0"
Conclusione

Il limite (1) esiste e val&”/4 e questo valore & dunque quello dell'integralgpsto.
Pertanto l'integrale converge e la funzione € irabie in senso generalizzato
nell'intervallo ]0¢].

+00 dX
Es 6
B )'[1 xvx-1
La funzione integranda € definita nell'intervallpeato ]1;4eo[ e per lo studio dell'integrale
in esame si deve procedere allo studio del seguiente

k
Jim Lg X\/—l

La fun2|one sara integrabile in senso generalizaatintervallo assegnato ( che coincide
con il suo dominio) se e solo se il limite indicasiste ed é finito.

Per lo studio del limite € necessario procederknpiriarmente al calcolo dell'integrale
indefinito, che va eseguito con il metodo di sogitne.

Calcolo dell'integrale indefinito

J~ dx
xy/x -1
L’integrale nella variabilee diventa
J' 2/1/d'[ I
)i

e tornando alla variabibe possiamo scrivere

Effettuando la sostituzione vx-1=t — x=1+t?, quindi dx = 2tdt .

= Zarctgt +C

J‘il =2arctgVx-1+C, essendo C una costante additiva.
XA/ X —

Studio dell'integrale definito

Occorre procedere allo studio del limite

@11 limite notevole cui ci si riferisce im X' lbg x =0,0r >0
r-o*
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i [ g = I (2o = i 2{arcig k- )=

¢ XV 1 Eﬂ?_oo Kk = +o0
2kI|m (Ilm (arctg\/ -1- arctg\/_))— 2 Ilm (arctg\/ 1)— ZEﬁ T
Conclusione

L'integrale generalizzato converge e dunque laifumz & integrabile in senso generalizzato.

+00 X2
Es_7) jo VL

Lo studio dell’integrale generalizzato si ridude atudio del seguente limite

lim dx.
K-+ d0 X +1
Occorre, pero procedere prima al calcolo
dell'integrale indefinito. Si ha _ ¥
X 1, 3¢ 1
= = dx= =log|x*+1+C 1
I+ 3 e ®= gdld ] ‘
Studio del limite
2
kX
= + = 1 .
k'm, 7 0c= im [logx' +1] 1 L
3 1 . i
= I|m (Iog(k +1) Iogl)= §(+oo—0) = +00 -
K - +o0 . I I u
Conclusmne 1 > 3
Poiché lintegrale diverge positivamente, la
funzione assegnata non é integrabile in senso
generalizzato.
Es_8) J.Om xe ™ dx = I|m xe “dx = v |5
k
iim | -2e* | = Jim —l(e"‘Z —1):E x = k
k - +o0 2 0 Kk - +o0 2 2
Conclusione ' G ' '
Poiché l'integrale converge, la funzione assegne
e integrabile in senso generalizzato. y
=1 l 2
Es_9)[ = +1olx
Osserwamo che la
funzione integranda & _ , , v |2
pari perché, come si
verifica facilmente, v = k

risultaf(-x)=f(x); questa
proprieta suggerisce che
per lo studio
dell'integrale basta
studiare il seguente limite

X

: k e
lim 2| ———dx
Kk - +o0 0 ex+1

L’integrale indefinito connesso € immediato. Itifat ha
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X X

for = [y wesle) e

Cio premesso possiamo scrivere

I 2, 3 x= 2Jm [wotg(e)] = 2jm@oo(e)- )= 2[5 ]=3
Conclu5|one

L’integrale e convergente e dunque la funzionetégrabile in senso generalizzato.

Es_10) j

xlog X ¥
Per lo studio dell'integrale si deve analizzare il
seguente limite

dx
im |
k= J1re X|0g? X
£.0"

Occupiamoci dell'integrale indefinito.
Osserviamo che l'integrale é riconducibile
ad uno immediato. Infatti, possiamo scrivere
dx -2
= |(logx) "D(logx)dx= - +C
Jiogix = | (109%)” D (log)
Per il limite si ha

log x

k
. k dx . 1
Ilmj = lim| —— =
k-t+odlte X|log® X k-+| |ogX
£-0 £-0

: 1 1 1
lim | — + = ——+ =+
k=so( - logk log(1+¢) +0 0
Conclusione

L’integrale diverge positivamente e quindi la

funzione non é integrabile in senso generalizzat

x=1+¢
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