Integrali indefiniti di funzioni irrazionali fratte

Studio dei due integrali indefiniti

a) I%dx ; b) I%dx

Risoluzione

a) -[\/1)(_3)(2 dx = j_\)/(%) dx = I—_x(\_/f__;l_l) dx = J'— (ﬁ J=]dx_

I—x(l— xz)% dx+Ix(l— xz)% dx = %j—Zx(l—xz)% dx_E.[_ZX(l_ xz)fE dx =

l
2
3(11 ) —E( 1 : 1,,1 X —\/1 X2 +¢ ——(2+x)a\/1 X2 +¢
2 1., 2 e 3

b)

:I«/l—TdX:_‘[\/l_—T J.\/1 x? d _'[«/1 x? - J.\ll x?
l—xz)(l+x2)

arcsen(x)— I ( ﬁ

dx =arcsen(x)+1,  Occupiamoci dell'integrale residuo

X (1-x*)(1+x) o
Iy =[S dx = —[1-x* (1+ ) dx procedendo con la sostituzione x=sen(t).
J1-x2
Osserviamo che sussistono le seguenti relazioni:
dx = cos(t)dt, (*)
t=arcsen(x)e [—%%} da cui cos(t)>0 e quindi cos(t) :\/1—sen2(t) =\1-x2 (**)
<<

Nel corso delle elaborazioni saranno applicate le formule di duplicazione del seno e del coseno e
altre da queste dedotte, che riportiamo di seguito.

cos(2a)=2cos’ @ —1=1-2sen’a  (d.1) (formula di duplicazione del coseno);

,  1+cos(2a)

cos’ o = (d.2); senzazw

5 5 (d.3)

sen(2a)=2sena-cose  (d.4) (formula di duplicazione del seno)

>>

= —f VL= %P (14 X )dx = —j V- sen’t (1+ sen’t)costdt = —j (1+sen’t)cos’tdt = —jcosztdt - j sen’t - cos’tdt =
_J1+ cos(2t)

1 2
> dt—z'[(ZSent-cost) dt= - ——-—_[Zcos (2t) dtff_[sen (2t)dt =
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_Et_i.sen(Zt)_EJ.l_Ls(mdt_ 1 1
2 4 4

1 11
5 —Et—z-sen(Zt) —gfdt+§~zj4~cos(4t)dt—

5t 1 1
_Et —Z~sen(2t)—§+3—25en(4t)+c =8 4 sen(2t)+3—25en(4t)+c

Si noti ora che dalla (**) e dalle formule di duplicazione del seno e del coseno si deduce che

sen(2t) = 2sen(t)cos(t) = 2x- N

1 1 1 1

—sen(4t) =—2sen(2t 2t) = —-2sen(t t)-(1-2sen’t)= = x-1-x? -(1-2x%);
32sen( ) = sen(2t)cos(2t) T sen(t)cos(t)- (1 2sen’t) o x-1-x* - (1-2x)
quindi

*
I, =

—garcsenx—%ZX-\,/l—x2 +%-x-\il—xz -(1—2x2)+c= —garcsenx—l-»\/l—x2 -(3x+2x3)+c

Conclusione - Per l'integrale indefinito in esame risulta

==

= dx = arcsen(x)—garcsenx—%-xil— X2 ~(3x+2x3)+c= garcsenx—g»\ll—x2 -(3x+2x3)+c
1-X

4

Proposta di lavoro
Dimostrare che le funzioni derivate prime delle funzioni

<D1(x)=—%(2+ X N1=x, d)z(x)=garcsenx—é.«/1—x2 (3x+2x%)

sono rispettivamente
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