Integrazione per sostituzione
Studio dell'integrale indefinito
j(ax+b)” (px+q)dx, con a0, p, b, g, neR.

Elaborazioni
Casi particolari

1. Se p=0l'integrale € immediato. Infatti:

q (ax+b)™"

1.1  con n#-1siha q'[(ax+b)n dx = gja(ax+b)n dx = ;TJrC;
1.2 con n=-1 l'integrale diventa
af (ax-+b) ™ dx = qjﬁdngjaxibdxz g-ln(|ax+b|)+c
2. Se b=0 l'integrale & ancora immediato. Infatti:
2.1 con n#-2 e nz-1
2 n+l
Ia“x“(px+q)dx= a”I( px"* + gx" ) dx = a"pn+2+ a"q e (*)

2.2 conn=-1siha

Ia‘lx‘l( px+q)dx = ij@dx: i[[m%)dx: i( px+qln(|x]))+c

2.2 con n=-2 l'integrale diventa
-2y~ 2 P - p q
[a®x?(px+a)dx=a* (;+qx z]dX= (X)) -, +c

t-b
a

3. Se b=0 l'integrale si calcola velocemente per sostituzione ponendo ax+b=t, da cui x= e

1 .
dx =—dt. L'integrale assume la seguente forma
a

It”(p-%+qj§dt = éj‘t” (pt—pb+aq)dt= a—lzj( pt™* +(—pb+aq)t")dt

Distinguiamo i seguenti casi

. tn+2 ag — b tn+l
3.1 Se n#-2 e n#-1 allora l'integrale € uguale a ﬂz + g 2p .

a- n+2 a n+1
variabile X per l'integrale indefinito in esame si ottiene la forma
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+C e tornando alla




ﬂ' (ax+b)n+2 . aq_ pb . (ax+b)n+1
a’ n+2 a’ n+1

+C (*%*).

Osservazione - |l lettore verifichi che dalla (**) ponendo b=0 si ottiene la (*), quindi il caso
2.1 & un caso particolare del 3.1.

3.2 Se n=-2 allora l'integrale diventa

=J. px+9

b)~ d
.[(ax+ )" (px+q)dx= -[ a’x? + 2abx + b?

ax+b)

a questo punto si deve trasformare la frazione integranda determinando le due costanti k, h

pX+q k(2a X+Zab)+h

che verificano l'uguaglianza questa uguaglianza si

alx? + 2abx+ b2 a’x’ + 2abx+b?

p

verifica solo se 2a’k = p, quindi se k :2—2, e 2kab+h=q, quindise h=qg—2kab=
a

q _p_. Cio fatto, I'integrale si decompone nella somma di due integrali come segue
a

S dx = k-In((ax+b)2)+

PX +q 2a°x + 2ab
dx = dx +
-[azx2 +2abx +b? J. 2x% + 2abx +b? I(

ax+b)

hJ'(ax+b) dx= 2k-In(Jax +b|)+ j'(ax+b) adx=2k-ln(|ax+b|)—L+c

a(ax+b)

33 Se n=-1 l'integrale diventa

J.pX—ngdx Si esegue la divisione tra numeratore e denominatore e si decompone la
ax +
g P
frazione come segue I B+—a dx = £x+aq;mji= £x+ aq_zpbj‘ﬂ:
a ax+b a a ax+b a a ax+b
Py aa- pb-In(|ax+b|)+c
a a’
Esercizi svolti
1. .[x(3x+10)5dx Con 3x+10=tsiha x=% e dx:%dt—>

t1051_ 5_1t7 5 t° 1, 5,4
[x(3x+10y" dx_j t _j ~10t°)dt = [7 }G-Z to= ot th4c=

1 7 5 6
—(3x+10) — —(3x+10
63( x+10) 27( x+10) +c

2. j(3—4x)5(x+1)dx Con 3—4x=t siha XZST_,t e dx:—%dt—>
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[(3-4x)" (x+1)d =——jt( j :—%j(7t5—t6)dt:—%(%te—%j+c=

(3-4x) (3-4x)

- +C
112 96

2

3. j(x—l)\/2x—5dx Ponendo /2x—5 =t siricava x=t +5,

dacui dx=tdt.

[(x=1)2x—5dx = j(tZ;S —1} tdt = %j(t“ +3t?)dt = %(§+t3)+c =
(V2x—5)

5

+(x¢2x—5)3 +c=%(2x—5)2\/2x 5+2(2x 5M2x—5+c=

1
2
é(Zx—S)«/Zx—SJrc

X+1

4.]3/1__)(

dx = —3t?dt .

dx Si affronta velocemente I'integrale con la sostituzione J1-x =tdacui x=1-t%e

1 1-t°+1 5
.[\/3);.+X '[ t+ (_Stz)dt:_3J.(2t_t4)dt:_3[t2_€j+(::

—3\f1x+\/1x 1x)\j(1x—3\/1x

Osservazione

Per gli integrali svolti negli esempi n.3 e 4, se vengono scritti rispettivamente nelle forme

1 1
I(x—l)(Zx—S)E dx, j(x+1)(1— x) 3 dx, poiché rientrano nel modello esaminato I(ax+b)n (px+q)dx ,

si possono scrivere i risultati applicando la formula (**) ottenuta nella trattazione del punto 3.1.
Esercizi proposti

Applicando le formule dimostrate sopra o servendosi del metodo di integrazione per sostituzione, verificare

cherisulta
L [x(x=1) == (x-1) +=(x-1)° +¢
7 6
2. j(zx—5)(3x+1)“dx:i(3x+1)6—£(3x+1)5+c
27 45
10 11 43 1
3. [(11x+5)(2x-3) dx= —(2x -3)” +o,(2x=8) +c
a I(3—2x)1°(x—3)dx:—%(3—2x)12—131(3—2x)11+c
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5. [(2x=12)" (x+3)dx= 2—14(2x—11)6 +%(2x—11)5 +c

5

J.\“/4x—1-(3x+2)dx=1—(4x 1) +%(4x 1)« +c, si noti che Yax-1- (3x+2)=

1
(4x—1)4 -(3x+2), quindi si pud porre 4x—1=t.

— 1
I%/i;x_6 130 (10x—9)3 +4—?z)(10X 9)3 +c, si noti che 3?3)( _69 =(10x—9) 3(5x—6);

porre 10x—9 =t e procedere.
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