L2.mat, punto di formazione per Matematica e Fisica

Studio di integrali generalizzati

1
1) Jxln(x)dx La funzione integranda & definita nell’intervallo aperto ]0;+x[, percio per l'integrale

in esame si deve studiare il seguente limite

1

!Lrgaxln(x)dx. |

Occupiamoci dell’integrale indefinito associato che va
studiato applicando il metodo di integrazione per parti.

N e ey P

2
X?-In(x)—XZ+c

Studio del limite
Figura 1

im [ xIn(x)d = nm{x—; |n(x)_’ﬂ1 -

a»O*g 0" .
nm{l.m(l)_l} & n(e)-2- |- 0-1_[o-0]=-1
a0 | 2 4 2 4 4 4

Nel calcolo del limite si & tenuto conto del limite notevole lim &' -In(g) =0, valido per ogni r>0.

£—0"

Concludiamo che l'integrale generalizzato & convergente il suo valore & -1/4.

2) La funzione integranda é definita 3

j 1
> N
nell’intervallo aperto ]0;+0[, quindi per I'integrale in esame
si deve studiare il seguente limite

lim —dx— Ilm X de— I'm[Z&IZJLT 2(JI—JE)=2

‘940+ A f £—0" £—0" M
&
1

Concludiamo che l'integrale € convergente.

In Figura 2 & riportato il diagramma della funzione e indicato il

valore approssimato dell’integrale definito della stessa relativo

’ -4,
all'intervallo [107;1]. Figura 2
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2

3) I—dx La funzione integranda e definita nell’intervallo aperto ] -o0;2 [, quindi per
SN2 —X

I'integrale in esame si deve studiare il limite

2-¢
lim
£—0 0 2—X

dx

Calcolo dell’integrale definito

2-¢ 1

Z[J;Tdh | (2-x) 2 dx= —|:2(2—x)2:|:€ _

2_2+g)2_ﬁ}=_2[£_ﬁ]

>

-2

1

b =281

Studio del limite

|im—2H§—J§] 22

£—0"

Figura 3

Concludiamo che l'integrale generalizzato converge.

In Figura 3 é rappresentato il diagramma della funzione con indicazione del valore approssimato
1,9999

1
dell’integrale definito dx.
'([ J2-x
2 1 21
4) j—ldx La funzione integranda & definita in R—{l}; si deve studiare il limite lim | ——dx.
1 X~ o0 L X
Siha

2
. 1 ]
lim ix_—ldx = lim [In|x—]ﬂi€ =

tim [In(1)—In(z)]= [0 (—0)] == )

L’integrale diverge positivamente e quindi la funzione

integranda non é integrabile in senso generalizzato ]
. () — b=921
nell’intervallo ]1;2]. fw) =773,

In Figura 4 é rappresentato il diagramma della funzione \
-1

con indicazione del valore approssimato dell’integrale
1
definito j ——dx.

1,0001 x-1 .
Figura 4
1 X?,
5) Il > dx La funzione integranda & definita in

—X

0
1-¢ 3

R—{-11}; si deve studiare il limite lim ~dx.

£—0" 0 1—X
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Studio dell’integrale indefinito.

3
X . . .
I > dx Si deve decomporre la frazione integranda

1-x \j a
eseguendo la divisione x*:(1-x%). Risulta R

flz) =

3 2
=—X+L quindi
1-x? 1-x*’ 1
3 b={3.76
X X 3 ) 0 1 2 3 4
jl—xz dx = J'(—x+1_xz)dx=
2 |
I—xdx+(—ljj —2x2 dx:—X——lln|1—x2|+c 5
2)71-x 2 2 |

Studio del limite

RS X1 B Figura 5
lim ax=lim| -2 —ZInfl-x*|| = g
£—-0" 0 1—X £-0" 2 2 6
2 2
Iim[—(l_g) —Eln‘l—(l—S)z}—(O—lln(l)jz Iim{—(l_g) _1|n|25—52| -
£—0" 2 2 2 £—0" 2 2

2 2n(0) |- -2 S(0)= e

L'integrale diverge positivamente, quindi la funzione in oggetto non & integrabile in senso

generalizzato. In Figura 5 e riportato il diagramma della funzione con indicazione del valore
0,9999 3

approssimato dell’integrale definito J - dx=3,76.
—X
0
2.3 2 _
6) J‘% dx La funzione integranda & definita in R—{—2; 2} ; si deve studiare il limite
X p—
0
2-& 3 2
lim X +22x 1d
0" X =4
3 2
X*+2x° -1
Studio dell’integrale indefinito f-:—4dx
X —

La funzione integranda si pud decomporre nel modo seguente

X2 +2x% -1 4X +7
= X+2+
X° -4 X°—4

. . R . AXx+7 A A .
La frazione residua si pud decomporre ulteriormente come segue —; 1 = 5 + 5 e le costanti
X°— X+ X—

A4, A, si determinano utilizzando il principio di identita dei polinomi. Eseguendo le elaborazioni

1 1
necessarie si riscontra che A = 7 A = 75 In definitiva per I'integrale indefinito si ha
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J‘X3+2X2 -1

N dx=J.(x+2)dx+l.|‘idx+

15 15
= nd _?+2x+—ln|x+2|+ Zln|x 2/+c 5 a:\-/

Studio del limite dell’integrale definito

I
-10 -5 H 0 5 10

roo 2-¢
lim X—+2x+lln|x+2|+Eln|x—2|} =
2 4 4 0

£—0" 2

2
iim [ 222 +2(2—3)+%In|4—g|+%In|—g|}

Fi 6
[0+0+1In2+Eln2}= e
4 4

2+4+1|n4+§|n(0+) 4In2= 6—Zln2+E (~0) =0
4 4 4

L'integrale in oggetto diverge negativamente, dunque la funzione integranda non & integrabile in
senso generalizzato.

Il diagramma della funzione e rappresentato in Figura 6 ed € indicato il valore approssimato
dell’integrale relativamente all’intervallo [0;1,9999].

+00
7) j T dx Lafunzione integranda e definita nell’intervallo ]1;+oo[ ; si deve studiare il limite
5 XAl X —
k
I|m

dx che

Occupiamoci dell’integrale indefinito I .
XA/ X —

va studiato con il metodo di sostituzione. Poniamo )
JX—-1=t,dacui x=t>+1 e dx=2tdt. Si ha

b=129

IW __[ tht = jtzdi1=2arctg(t)+c=
2arctg(ﬁ)+c

Figura 7
Studio del limite

K k

lim X«/_ x_kILrQO[Zarctg(«/_l)}

L'integrale € convergente e quindi la funzione in esame ¢ integrabile in senso generalizzato

2

2 4) 2

= lim Z[arctg (M) —arctg (1)} = 2(2 - ZJ _z

nell’intervallo [2;+oo] .
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Il diagramma della funzione e rappresentato in Figura 7 ed ¢ indicato il valore approssimato
dell’integrale relativamente all’intervallo [2;50].
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