Studio degli integrali
1)j\/x2+1dx 2) j\/x2+a2dx 3)j\/p2+(mx+n)2dx
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1) [Vx* +1dx
Effettuiamo la sostituzione+/X* +1 =t — X , elevando al quadrato e semplificando si ricava

2 2 2
x:t 1...,....m/X2+1= +1...,....dx:t+1dt

2t 2t 2t°

per cui I’integrale indefinito assume la forma seguente

t+1t+1 1 4 .3 1
TR j(+2t +t2)dt == {2 2loglt| - e }rc

Tornando alla variabile x, essendo t =~/ X* +1 + X , si ottiene la forma

jﬁdx_— {—+2Iog|t|——}+c—; (erx)er

—-Iog‘x/x2+1+x‘— ! ~+C
2 8-(\/x2+1+x)

Nell’espressione ottenuta si puo eliminare il segno di valore assoluto nell’argomento del
logaritmo perché in tutto R risulta soddisfatta la disuguaglianza stretta

NXE+1+x>0

Osserviamo che I’integrale studiato si puo anche affrontare con la sostituzione

NXP+1l=t+Xx

e procedendo con calcoli analoghi; si perviene al seguente risultato

jMdX: —%-(m—x)z_%~log(m—x)+ 8.(\/)(2_11)()2 +C

Le due forme ottenute per I’insieme delle primitive sono solo apparentemente diverse. Di
seguito, ponendo

Fl(x):%-(\/erX)z Jr%.log(\/x2 +1+X)_8-( x211+x)2 ,

F,(X) :—%-(\/TH—X)Z —%-Iog(ﬁ—x)+

1
2
8-(\/x2 +1- x)
si elaborano le due espressioni e si dimostra che possono essere ricondotte alla stessa forma.

Elaborazioni delle due forme
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Prima forma

2

Fl(x)=%~(x/H+x) - ! 2+%-Iog(«/ﬁ+x):
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2}+1-Iog( x2+1+x)=é[(M+x)+(M—x)}
[ x+1+x «/2_+1 X)j|+%'IOQ(\/@‘FX)Z%'X\/ﬁ'i‘%'lOQ(\/ﬁ‘i‘X)
S

(
{L (;ﬁifli) } >} (sz+1fx)*<3z;+x)J=
(Ve

2 ’2
E X2+1+X X +1 X) }4‘1 Iog Z(+1+2X :lli( X2+1+X)+( X2+1_X)i|
8 2 X“+1-Xx 8
[ x? +1+x N x)}+ Iog( ) 1y N Iog( x2+1+x)
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2)j\/x2+a2dx 3)j\/p2+(mx+n)2dx

Per lo studio degli integrali (2) e (3) si sfrutta il lavoro sviluppato per lo studio dell’integrale (1).

Infatti dall’integrale (2) ci si riconduce all’integrale (1) notando che

[Vx*+aidx=] |a (1+—jdx a| | 14{' de
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I X : . .
Con la sostituzione —=t siha dx= |a| dt e si perviene alla forma

g
[Vx* +a*dx=a’- [V1+tdt .
Per I’integrale (3) si effettuano due sostituzioni:
la prima ponendo
- dz . - . : .
mX + N = Z , dalla quale si ricava dX = — e semplificando si riconduce I’integrale indefinito alla
m

forma
[\/p +(mx+n)2dx=%jw/p2 +2%dz;

o z .
con la seconda sostituzione — =t si passa alla forma

I
l 2 2 _p_z. 2
mqup +z%dz = - [V1+tidt

A questo punto e immediato ottenere i risultati per i due integrali (2) e (3). Per il primo dei due si ha
la forma
2 4

VX2 +afdx = 1(x/x2+a2 +x)2+a—-log VXt +a? +x)- 8 +C
/ 3 7 ) s\ o)

Per quanto concerne la forma algebrica del secondo integrale riteniamo sia superfluo riportala e si
lascia il compito come esercizio al lettore.
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