Esercitazione sugli integrali generalizzati (impropri)

1
1
1) I—dX La funzione integranda non & definita nell’estremo x=0 e per x—0" tende a +o. Con
X
0

0<e<1 si deve studiare il seguente limite

1

. 1 . 1
!LT E;dx = !Lrp[log x], = !Lrp(logl—logg) = —(—00) =400
Conclusione

L'integrale diverge positivamente e la funzione 1/x non é integrabile in senso generalizzato
nell’intervallo ]0;1].

8
1
2) J-S—dx La funzione integranda non & definita nell’estremo x=0 e per x—0" tende a +. Con
X
0

0<e<1 si deve studiare il seguente limite

8 1 g 1 X3 3( 2 2
lim [-=dx= lim [x 3dx = lim | ——| = lim >/ 8% ~¢% |=6
&0 g\ﬁ -0 A -0 _7+1 &0 2

3 I
Conclusione

L'integrale & convergente e la funzione 1/ 3/; € integrabile in senso generalizzato nell’intervallo
]0;8].

1
3) Ilog xdx La funzione non & definita nel punto x=0 e per x—0" tende a -c0. Con 0<e<1 occorre
0
studiare il seguente limite:
1
lim J'Iog xdx.
£—0" )
Calcoliamo l'integrale indefinito integrando per parti.
1
J.Iog xdx = ID(X)Iog xdx = ongx—J.x‘—dx = xlogx—x+c
X
Passiamo ora al limite dell’integrale definito

1
. . 1 -
JL’EIJ;'OQ xdx = !Lrgl[xlog x—x] = !LT((l logl-1)—(eloge—¢))=(-1)-(0-0)=-1

Nello studio del limite si € tenuto conto del limite notevole
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lim x"-log, x=0, che sussiste Vr>0e (Va>0ra=1).

x—0"
Conclusione

L'integrale e convergente e la funzione logX e integrabile in senso generalizzato in ]0;1].

1
4) Ilogz xadx La funzione non & definita nel punto x=0 e per x—0" tende a +. Con 0<e<1 occorre
0

studiare il seguente limite:

1
lim Ilogz xdx.
£—0" .
Calcoliamo l'integrale indefinito integrando per parti.
1
Ilog2 xdx = xlog® x—jx-2|ogx-—dx: x log? x—ZJ'Iog xdx = xlog” x—2(xlog x—x)+c"
X

Studio del limite dell’integrale definito

lim jlog2 xdx = lim[ xlog” x—2(xlog x—x)]1 = lim [2—(5Iog2 g—2(glogg—g))] =2

£—0" £—0" £ £—0"

Si osservi che nello studio del limite sono stati tenuti
presenti i due limiti

k=01
) . 4] -~
lime-loge =0, lime-log?s=0
£—-0" £—0"
3_
per il secondo dei quali si lascia come utile esercizio
al lettore la verifica. 2]
Conclusione ;
L’integrale & convergente e la funzione log®x &
1]
integrabile in senso generalizzato in ]0;1]. (Figural) i b i T2 3 i s
+00
X Figura 1
5) J. ——dx
x° -1

2

Lo studio dell’integrale si esegue studiando il seguente limite

k

lim [ —=—dx
k—>+oo2X -1

@ L'integrale indefinito .[Iog XdX é stato calcolato nel precedente esercizio n.3
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E’ necessario risolvere I'integrale indefinito J dXx, che & praticamente immediato; infatti,

X2

moltiplicando il numeratore per 2 vi compare la derivata del denominatore, percio si ha:

Ixzx_ldx= %jxfildx= %Iog‘x2 —1‘+c

Calcolo dell’integrale definito

j X dx—Fm ‘xz—lqk—l[lo k-1 -log3]
IR Pl T2l ’ N

Studio del limite

=
T

o

w

kILer [Iog‘k2 ]J—IogB] = %(+oo—|0g 3)=

1=1.31

Conclusione

L'integrale generalizzato diverge positivamente e quindi  Ffigyra 2
la funzione non é integrabile in senso generalizzato
nell’intervallo [2;+o0[. (Figura 2)

400 1
6 -!‘ x2+4OIX

k

Si deve studiare il seguente limite lim 5
k—+o0 X +4

dx.

Integrale indefinito:

Integrale definito e studio del limite

K 1 [1 (xﬂk
I arctg| = || = ]
L X +4 2 2)],
1 1 :

ar ct —arctg| = Figura 3
2{ 2 Q(Zﬂ

- ______________________________________________________________________________—_____|
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Iiml arctg(E]—arctg(lJ :1 z—arctg(lj
ko0 2 2 2 2\ 2 2

L'integrale generalizzato & convergente e quindi la funzione integranda e integrabile in senso
generalizzato nell’intervallo considerato.(Figura 3)

La funzione integranda non ¢ definita nell’estremo x=1 in cui presenta un punto di discontinuita di
seconda specie:

lim
%=1 A1 — X

=+00.

Con 0<eg<2 e integrabile in ciascun intervallo [-1;1-€]; si deve studiare il seguente limite
1-¢

lim

£—0 el 1—X

dx .

Per I'integrale indefinito corrispondente si ha

-[Jll—_xdxz —j—(l—x)% dx =

S S —
_1—+C:—2 1—X+C, ax=08
-——+1
2
24
per cui

| ) 1-¢
fim [ —g=sdx=lim[-2V-x ] -

|im(—2JZ+2J§)=2J§

£—0"

Conclusione

Figura 4

L'integrale e convergente e la funzione é integrabile
in senso generalizzato nell’intervallo [-1;1]. (Figura 4)

S)I ! dx
1 xlog x

La funzione integranda non e definita nell’estremo x=1; si deve studiare il seguente limite
e

lim

e-0" ¢ xlog X

dx, con O<ge<e-1.
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Per I'integrale indefinito si ha

I dx = —dx—log|logx|+c : —
xlog x log x : ‘ X _ k=P8
c:x=1.125 glx) = x In(x)
qUIndI : a:x=272
41 |
¥ |
lim dx = lim[ log|log x|] i
a0 0 X |og X e—0" :
lim [Iogl—log(log(1+g))]: O—Iog(o*):+oo 1 i
£—0" :
Conclusione i
0 : =219
0 i 2 :1 5]
L'integrale diverge positivamente e la funzione non é Figura 5

integrabile in senso generalizzato nell’intervallo [1;e].
(Figura 5)

9) Dimostrare che l'integrale

e
1
j—zdx diverge positivamente.
. Xlog* x

+00
10) _[arctgxdx
1
Si deve studiare il seguente limite
I|m Iarctgxdx
K—+o0

Calcolo dell’integrale indefinito (con il metodo di integrazione per parti)

I arctgxdx = J D(x)arctgxdx = X-arctgx — _[ 1+Xx2 dx = x-arctgx —% log (1+ X2 ) +C

Studio del limite

k

k
lim | arctgxdx = I|m X- arctx——lo 1+X =
j g { gx—log 1+ )}

K—-+o0 K—+o0 |
1
I|m k -arct k——Io 1+k?)- Z——Io 2 *

Si presenta un limite della forma indeterminata oo-oo che affrontiamo di seguito.
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. 1 N log (1+k?) 5
kILerk'arctgk—Elog(Hk )= kl'jlck'[amtng (**)

Osserviamo che il limite del secondo termine tra parentesi nella (**) si puo studiare applicando la
regola di de I'Hopital;

. |Og(l+ k2) He . 2k 1
lim——2= |im s—=
k—>+o0 2k k—+01 4+ k 2

e quindi risulta

log(1+k®
lim k-[arctgk—MJ +oo(£—0j=+oo

k—>+o0 2k

Ritornando al limite (*) si ha

) 1 7 1
lim| k-arctgk —=log(1+k?)—| =—=log2 | |=
{ ok —5log(1+K') (4 2 ﬂ

K—-+o0
. 1 2 r 1 B r 1 B
{lerpwk-arctgk—Elog(l+k )}_(Z_EIOQZJ_+OO_(Z_§|092]_+OO

Conclusione

L'integrale diverge positivamente e la funzione non é integrabile in senso generalizzato nell’intervallo
considerato.
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