Regola di Hermite'"

Per I'integrazione delle funzioni razionali fratte

Quando la funzione integranda € una funzione razionale fratta che ridotta ai minimi termini ha come
denominatore un polinomio che presenta radici multiple, sia che siano reali, sia che siano complesse, si puo
eseguire I'integrazione con la regola di Hermite che qui presentiamo.

Supponiamo che si debba calcolare I'integrale indefinito

e sono soddisfatte le seguenti condizioni:

1. lafrazione integranda & ridotta ai minimi termini, quindi i polinomi Pl(X), R, (X) non hanno
fattori comuni;

2. Pl(X) e di grado inferiore a P, (X);

3. il denominatore sia stato scomposto in fattori e presenta potenze che hanno come basi dei binomi
di primo grado o trinomi di secondo grado con discriminante negativo (A<0)

Pz(x):lﬂl(mix+ni)ri -1E[(ajx2 +bx+¢;)’

i=1 j=1
e sussistano le seguenti proprieta

a) le equazioni m.X+n, =0 hanno a due a due radici distinte;

b) le equazioni an2+ij+Cj =0  hanno A :bjz—4ajcj <0eadueaduenon
hanno radici comuni;

c) almeno uno degli esponenti ry, ry, ...,1p, S1, S, -..,Sk, Sia maggiore di uno.

Indicato con P2 *(X) il polinomio che si ottiene da F’2 (X) abbassando di una unita tutti gli esponenti ry, ry,

wosThy S1, S2, -,k , €CON
r =grado(P,*(x))-1
si dimostra che esistono
r+1+h+2k

costanti che indichiamo con

Qo, 01,05, "'IaI'IA 1IA2I "'IAhI Bll Cll BZI C2I “'IBkI Ckl

@ Confrontare il volume:Lezioni di Analisi Matematica di R. Fiorenza, parte Il, pag.46,47. Liguori Editore - Napoli 1971
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che soddisfano la seguente uguaglianza

R
PZ(X) i MX+N 53 an2+ij+CJ’ PZ*(X)

3, +axX+...+ax
P, *(x)

Si noti che I'ultimo termine & la derivata prima della frazione

Note operative per I'applicazione della regola di Hermite

1) Tutte le costantiag, a4, a5, ...,a, A1, A, ..., A, B, Cq, B, Co, ..., By, Cy, si determinano riducendo
il secondo membro della (1) ad un’unica frazione e applicando opportunamente il principio di
identita dei polinomi.

2) Nella formula (1) sara soppressa la prima sommatoria qualora risulti ri=r,=...=r,=0; analogamente
sara soppressa la seconda sommatoria qualora si abbia s;= s,=...=5,=0.

Esercizi
Calcolare i seguenti integrali indefiniti
2x—3
1 dx
) Ixz(x+1)(x2+x+3)
5 1 1 5 2x+1
Risultato: 21 ——I 1+ —=—=1 2 3)- ——=arct
isultato og|x| : og|x+1+ e og(X* +x+3) 12\/1_1arcg£ \/z}rc
X? +2
2 d
) Ix?’(x—l)(x2+4) X
Risultato: —glog|x|+glog|x—1|+ {%Iog(x2 +4)—2—10arctg (gﬂ+ 4—12+%+c
XZ
3) dx
I(1+x2)3
_ X2 x* —x
Risultato: J. - dx = —arctgx + >+C
(1+x2 8(l+x2
5x -2
4 ———dx
) Ixz(x—l)3
2
Risultato: J' X =2 dx:—7Iog|x|+7|og|x—1|—14x —3ox+12

xz(x—l)3 6x(x—1)2
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