Integrali di funzioni razionali fratte

del tipo JT)(—+ndX,con A=b*—4ac>0
ax“ +bx+c
1) I X+2 Ris.lln|x+1|+lln|x+3|+C
x+1 x+3 2 2
X+3 X+3 ) 2 9
2) J. _5x—6 :Imdx Ris. —?|n|X+1|+7|n|X—6|+C
) [ 2X—3 Ris. —In[4x—1+ 2In|x+ 2|+ C
4% +7X — 2 2
3X+5
4 I Zyx— 6
2x-1 2x-1
) I6x +5x+1 _I(2x+1)(3x+1) "
6) 14);2__11dx Ris.—%|n|2x—1|+§|n|2x+]4+C
X+4
AR S
) Ix2—4x+3 X
8) jf;xdx Ris. —Eln|2x+7|+gln|x—]4+l
2X°+5x-7 18 9

Elaborazioni
X+2
j — 2T% i
(x+1)(x+3)
Si devono determinare le due costanti A;, A, che permettono di scrivere la seguente uguaglianza

X+2 A A,

(x+1)(x+3) B x+1+ X+3

Le costanti si determinano riducendo il secondo membro ad un’unica frazione avente lo stesso
denominatore della frazione al primo membro ed imponendo che la frazione ottenuta abbia lo stesso
numeratore di quella al primo membro; a questo punto si applica il principio di identita dei polinomi e
si ottengono le condizioni che permettono di determinare le costanti cercate.

A LA _A(x+3)+ A (x+1)  (A+A)Xx+3A+A,
x+1 X+3 (x+1)(x+3) (x+1)(x+3)

La frazione ottenuta ha lo stesso denominatore della frazione di partenza e I'uguaglianza tra le due

X+ 2 =(A1+A2)x+3A1+A2
(x+1)(x+3) (x+1)(x+3)
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sussiste se e solo se risulta

x+2=(A+A,)x+3A + A, eperil principio di identita dei polinomi ci® si verifica se e solo se le due

costanti A,, A, verificano il seguente sistema:

1
+A =1 A=2
AthA . Risolto il sistema si ottiene 2
3A+A =2 1
Az=§
Calcolo dell’integrale indefinito
ILZ f BRCH PR N STV STV
(x+1)(x+3) 2 x+1 " 2 x+3 29 x+1 29 x+3
1In|x+1|+lln|x+3|+C
2 2
kokk kkok
X+3 _ L
2) I—dx Trasformiamo la frazione integranda come segue
(x+1)(x—6)

X+3 A LA _ A(x=6)+A(x+1)

_(A+A)X-6A+A

(x+1)(x—6) X+l x— 6 (x+1)(x—6) (x+1)(x—6)
La frazione iniziale &€ uguale a quella finale se e solo se risulta
x+3=(A+A)x—6A+A, e per il principio di identita dei polinomi deve risultare
2
A+A =1 ATT
6A1+A2—3'daCUi 9
A = Z
Calcolo dell’integrale indefinito
Ritornando al calcolo dell’integrale si ha
dx 9 dx

e ® ‘I[ 7(c+1) <x9—6>JdX:"

_3|n|x+]4+9|n|x_6|+c
7 7

kkk kkk
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J- 2X-5
4x* +7x-2

Osserviamo che il denominatore della frazione si puo scrivere nella forma
4x* +7x—2=(4x-1)(x+2)

Quindi si devono determinare le due costanti A;, A, che verificano la seguente uguaglianza

2X-5
A + A Elaborando il secondo membro si perviene alla forma

(4x-1)(x+2) 4x—-1 x+2

(A +4A,)x+2A - A,
(4x—1)(x+2)

, percio deve sussistere I'uguaglianza

2x—5=(A+4A,)x+2A —A,, quindi le costanti sono le soluzioni del sistema

{A+4A2=2 5 .{A=—2
2A-A=-5" " [A=1"

Calcolo dell’integrale

2X—5 -2 1 1 4
_ XS - 1 ax=-2 —d ———| 4
J4x2+7x—2 X J.(4x—1+x+2)dx 2J4x e I X njax—1j+

2In|x+2|+C
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