Analisi matematica

Esercitazione sugli intervalli
Seconda parte®

Sia I>0 un numero reale qualsiasi. Si consideri 1’intervallo

l, = [_IEIE} =[a:b]

Q1- Determinare I’ampiezza &, di l; .
Q2- Si determinino gli estremi dell’intervallo 1, =[a,;b,], essendo a, =&, —%51 eb,=h _%51 _

Sia 0, I’ampiezza di I,.
Q3- Con n naturale e n>2, essendo |, =[a, ,;b,_,], si consideri I'intervallo I, =[a,;b,] con gli

estremi

1 2
a,=a,, _B(bn—l - a‘n—l) ’ bn = bn—l - E(bn—l - a‘n—l) .

Determinare la posizione limite degli estremi dell’intervallo I, =[a,;b,] per n —+ow

Soluzione
Q1- L’ampiezzadili e & ZIE_(_IEJ =]
Q2- Gli estremi di I, sono:

1 I 1 I 1 3
—a,-—(b-a)= —2——8= —=——I=-1I;
Zailo(blai) 2 10 * 2 10 5

2 Il 2 I 2 3
=b-=(b-a)= =8 =-——1="1;

2 =h (bla1)2101210 10

10 5 10
Q3- Osserviamo che per la definizione di I, I’estremo sinistro @, si sposta a sinistra dell’estremo

I’ampiezza dell’intervallo ¢ 6, =b,—a, = i| —(—§Ij= g|

sinistro a, , di I, diun decimo dell’ampiezza di |, ;, mentre ’estremo destro b, Si sposta a
sinistra dell’estremo destro b, , di 1, di due decimi dell’ampiezza di |, ,; deduciamo che

I’ampiezza di |, ¢ inferiore di un decimo dell’ampiezza di |, ,, cioe risulta

9

é‘n = E 5n—1 (1)

n

Per studiare la posizione cui tendono al limite gli estremi dell’intervallo | si deve determinare
I’espressione di ciascuno dei due estremi. Con 1 simboli introdotti si ha:

1
a,=a-—3;
2 a1 101

1 1 19 S 9
—a,-—0,=a-—06———8& =a, -1 1+— |;
e TR T T T R 10( 10)

1 5 9) 1 (9Y 5 9 (9Y
a,=a,-—08=a —-L{1+—|-—| = | s =a,—L|1+—+| —| |
RACEET R 10(+1oj 10(10) 1= 4 10{10%10”

@ La prima parte dell’esercitazione sugli intervalli ¢ quella riportata nel documento:
Esercitazione sugli intervalli_20111002-Soluzione.doc
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iterando il procedimento, per I’estremo sinistro di |, si ha

I PN A N D
a,=a 10{1+1O+(10] +...+(1o) } (2)

Tenendo presente I’identita

1-x" =(1—x)(1+x+x2+...+x"’l), ()
che per x#1 si puo anche scrivere nella forma
L4 x4+ 4+ x = 12X : (4)
1-x
possiamo scrivere 1’espressione di a, in modo diverso. Precisamente
n-1
5, 1_(1%) 9\
a=a-—+t.——2 —3-§|1-|=| |. 5
cag Tl (2] .
10

A questo punto possiamo studiare il limite lim a_. Si ha:

nN—+w

. - 9 i I 3'
ma = limla -6, |1-| = g S ===
nI—)I +00 an n—>| +ao{a1 é;-|: [10} }} a1 6‘1 2 2 (6)

Operiamo nello stesso modo con I’estremo destro dei successivi intervalli. Si ha:

2
b, :b1_551;

2 2 2 9 2 9
b,=b,——6,=b-—6-——&=b -——6|1+— |;
32102b110110101b1101( 1oj

2 2 9) 2 (9Y 25,1, 9 (9Y
b,=b,——8,=b——6,|1+— |-—| — | §,=b——2|1+—+| =
0100 & 10 1( 10) 10 (10) 1=y 10{ 10 (10}}

e iterando il procedimento, per I’estremo destro di | si ha

n-1
9
250, 9 (9Y 9\’ 26, 1‘(10}
b,=b ——2 1+—+(—] +...+(—J =b-————-=
10" 10 \10 10 10 4 9

10

b, - 26, {1-(%}? (7)

Studiano il limite per n—-oo0 si ricava

limb = lim b, —25 1—[3T_1 _ b 25— —21-_3
Noto " oo ! 10 ! 2 2

Conclusione
Poiché i due limiti hanno lo stesso valore, cioé i due estremi dell’intervallo tendono allo stesso

punto reale, si deduce che I’intervallo I, = [an;bn], per n—-+oo, si riduce all’unico punto

—§I .Poniamo
2

lim 1. :{—5}
N—+w0 2
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