Esame di stato PNI- Un problema di Cauchy

Quesito_9 (derivabilita ed integrazione indefinita)

9 Della funzionef(x) si sa che e derivabile e diversa da zero in pgnto del suo dominio
e,ancora, chd '(x) = f (x) e f(0)=1. Puoi determinarfx)?
Soluzione
Se esprimiamo la funzione con la sua equazionesiartay = f(x), il problema posto si puo
formalizzare con il seguente sistema

{y' =y

y(0)=1

Si tratta di un classico problema di Cauchy dehprordine la cui soluzione € immediata. Infatti
possiamo scrivere

dy

—_ = :>
dx y y

ed integrando i due membri otteniamo

ﬂ:dx

jd—; =jdx = log|y| = x+c, con c costante reale.

L’equazione puo essere scritta esplicitando y tiepad x.
ly|=€"*= y=ke*, conkOR,

L’equazione ottenuta, al variare del parametroer&atonk # 0, descrive tutte le funzioni reali di
variabile reale la cui derivata prima coincide tafunzione stessa. Tra queste ne esiste solo una

che verifica la “condizione al contorno” assegng@) =1 che si determina trovando |l
corrispondente valore di k.

y(0)=ke’* =1 => k=1

La funzione richiesta € dunque la funzione espoiaénf (x)=¢€".
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